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Die exakte Berechnung von Linsenkorpern fiir Planflichen.

Von Hans JEnseN, Hamburg.

(Eingegangen am 20. Januar 1953.)

Fiir die exakte Berechnung von Linsenanordnungen auf Planplatten wird ein Nomogramm und eine Tabelle angegeben.
Im Anschlufl daran wird der Ausnutzungsgrad von ring- und zeilenweisen Linsenanordnungen ermittelt und verglichen.
Ergebnis: Lassen sich auf einem Plankorper weniger als 200 Linsen unterbringen, so ist eine kreisformige Anordnung der
Linsen zweckmiBig. Eine zeilenweise Anordnung wird bei mehr als 200 Linsen eine nennenswert bessere Ausnutzung

des Koérpers ermoglichen.

Aufgabenstellung.

Die Linsenanzahl, die sich auf einer ebenen Ankitt-
schale unterbringen lid6t, kann durch ein Nomogramm,
das nach Niherungsformeln aufgestellt ist, bequem mit
oft ausreichender Genauigkeit berechnet werden. So-
bald man aber Anzahl und Anordnung der Linsen
genau wissen will, versagt diese Methode. Die Formeln
fur die exakte Berechnung sind leicht aufzustellen. Mit
der Ausdrucksweise halten wir uns nahe an den Auf-
satz von KLEINY) iiber sphirische Linsenkorper.

Sehr oft wird man wohl die Anordnung der Linsen
ausprobieren. Aber man kommt bestimmt schneller
zum Ziel, wenn man rechnet. Natiirlich muB3 man den
Rechengang giinstig gestalten. Dann wird sicherlich der
Arbeitsvorbereiter die Rechnung dem Probieren vor-
ziehen. Dabei erhilt man einen Uberblick iiber alle
Moglichkeiten, den man durch Probieren wohl kaum
erreichen kann.

Auch bei Beschrinkung auf den Rechenschieber ist
die Berechnung immer etwas unbequem, da der Sinus
im Nenner steht. In einem Vordruck kann man bereits
die fertigen Zahlenwerte fiir sin 180°/n angeben und die
Rechnung so weit schematisieren, dal man nicht jedes-
mal neu iiberlegen muB. Aber nicht immer lohnt fiir
diesen Zweck ein eigener Vordruck, ganz abgesehen
von der Mihe, die seine Aufstellung bereitet. So war
es meine Absicht, diese exakte Rechnung ebenso wie
die angeniherte Anzahlbestimmung durch ein Nomo-
gramm zu erledigen. Dabei treten im Grunde genom-
men nur sehr wenig Anordnungen wirklich auf, und
es konnte einfacher sein, nur die zweckmiBigen Linsen-
anordnungen in einer Tabelle zusammenzustellen. Wir
werden sehen, daB jede der beiden Moglichkeiten ihre
Vor- und Nachteile hat.

Formelableitung.

Wir setzen voraus, dall wir die Linsen oder runden
Glasstiicke in konzentrischen Ringen um den Mittel-
punkt der Aufkittschale anordnen. Wenn n Linsen vom
Durchmesser @ mit einem kleinsten Abstand k zwi-
schen zwei benachbarten Linsen einen Ring bilden, so
entfillt auf jede Linse einschlieBlich zweier halber
Zwischenriume ein Zentriwinkel von ¢ = 360°/n. Be-
deutet a, den ,,Polabstand“2) der Linsenmitten vom
Mittelpunkt der Aufkittschale (Bild 1), so gilt
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%) Das Wort ,,Polabstand* ist in diesem Zusammenhang
nur durch die Analogie zu gekriimmten Linsenk&rpern ver-
stindlich. Es wird hier der Ubereinstimmung wegen bei-
behalten.

Somit wird der gesuchte Polabstand
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Von wirklichem Interesse ist aber der ,,Fillungs-
durchmesser*

B == 24, - I, 3)

Genau genommen miifite es 2a, 4 @ heien. Es
ist aber zweckmiBig, den Mindestabstand k zwischen
den Linsen zugleich als Mindestwert fiir den Schutz

Polabstand an,
Fillungsaurchmesser fr;

Bild 1. Ring aus n-Linsen. Zur Definition der Abkiirzungen.

der #uBersten Linsenkante zwangsweise in die Rech-
nung hineinzunehmen — zumal sich auf diese Weise
die Formel nomographisch giinstig darstellen 14Bt.

Haben wir auf der Planscheibe einen Linsenring
vorliegen, so heilt die Aufgabe, einen Ring moglichst
eng um den ersten herumzulegen. Zweckmifig rechnet
man vorweg fir alle Linsenanzahlen im Ring, also
n=1, 2, 3, ... die Fillungsdurchmesser F;, F,, --- aus.
Man geht in dieser Reihe so weit, bis man den ver-
wertbaren Durchmesser der Aufkittschale erreicht. Vom
AuBenrand eines Ringes bis zum AuBenrand des
nichsten Ringes mufB sich der Fillungsdurchmesser
um mindestens 2D erhohen. Hat also der gedachte
Y-te Ring den Fillungsdurchmesser Fy (die Ring-
nummer Y =1, II, III, - .- gesetzt), so mul} fir den
nichstenRingFy .1 > Fy + 2 Dsein. Mit dieser Voraus-
setzung sucht man aus den vorweg errechneten Fillungs-
durchmessern Fj, F,, . einen passenden Ring
heraus.

Berechnung mit Nomogramm.

Die Formel (3) kann durch das Nomogramm (Bild 2)
berechnet werden. In dem Nomogramm sind alle Skalen
mehrfach beziffert, um so einen gréBeren Bereich mit aus-
reichendem MaB3stab unterzubringen. Bei jeder Rechnung
sind stets analog liegende Teilungen und Bezifferungen
der drei Skalentriger miteinander in Beziehung zu
setzen.



Bild 2. Nomogramm zur exakten Berechnung von Linsenkérpern fiir Planflichenbearbeitung. 2 d
Bezéichnungen:
@ = Linsen-Rohdurchmesser
k = Mindest-Zwischenraum zwischen je 2 Linsen 25—
D = @ + k = Platzdurchmesser
A =sin Ll als Abkiirzung
- 26
Formel: Fillungsdurchmesser fiir einen dullersten Ring mit n-Linsen Fp = b d D
Benutze bei ciner Rechnung nur gleichsinnig zum Triger liegende Bezifferungen.
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Die rechts vom Triger stehenden Teilungen sind nach
folgenden Skalengleichungen geteilt:

% =0 yi=—5D bzw.—D
800 4
X = 150 o= 17300
300F 300F
By A g R

Fiir die links vom Triger stchenden Teilungen gelten die
Gleichungen:

s = —20 D bzw. — 4D
3200 7
Vo= g 30

X1, X, X5 und y, wic oben
Koordinaten-Nullpunkt entspricht den Wet-
ten D=0und F =0

Beispiel: Fir Linsen mit 12 g in 0,5 mm engstem
Abstand ist D = 12,5. Zehn Stiick bilden cinen Ring mit
dem Fiillungsdurchmesser Fjg = 53,0 mm. Der nichste
Ring des Korpers mufl um 25 mm groBer sein, also minde-
stens 78 mm Durchmessetr haben. Fiir die Stiickzahlen 16
und 17 werden die Fullungsdurchmesser 76,7 und 80,4.
Man kann also um den Ring mit zehn Linsen entweder einen
Ring mit 17 Linsen herumlegen und hat dann den Zwischen-
raum von Ring zu Ring um 2 mm vergroBert. Man kann
aber auch den Ring mit 16 Linsen herumlegen, indem dessen
Durchmesser einige Zehntel mm vergroBert wird. Dabei
wird der Abstand zwischen den Linsen im Ring nur un-
wesentlich geindert. Wird der Fiillungsdurchmesser um dF
vergrofert, erweitert sich der Zwischenraum zwischen den

Linsen des Ringes um Nl z dF . @)
o 3,14
In unserem Falle wire also dk = " 1,3 = 0,25 mm.

Man kann grundsitzlich auf zwei Wegen zum Ziele
kommen. Entweder beginnt man mit einer vorgegebe-
nen Mittenanordnung aus n =1 ... 5 Linsen und baut
laufend Ringe herum, bis die Platte ausreichend grof3
geworden ist.

Hat man aber eine Platte bestimmter GroB3e vorliegen,
so kann es zweckmiBig sein, mit dem Aufbau von auflen
her zu beginnen. Man bestimmt zuerst den gréfiten Ring,
der sich auf der Platte unterbringen 1iBt, und baut dann
laufend passende Ringe hinein.

Allein durch die Wahlmoglichkeit zwischen einem zu
groBen oder einem zu kleinen Ring koénnen Unter-
schiede im Aufbau der Korper auftreten. Diese Unter-
schiede sind abet so gut wie bedeutungslos, da man in
der Regel beteits bei dem nichsten Ring wieder den
gleichen Aufbau erreicht.

Berechnung mit Tabelle.

Baut man nach dem oben skizzierten Verfahten alle
denkbaren Linsenkérper zusammen, indem man um die
fiunf moglichen Mittenanordnungen n=1...5 Ring
um Ring moglichst eng herumlegt, so erhilt man die
Fallungsdurchmesser und die Linsenanzahlen der Ta-
belle 1. Leider mufl man dabei irgendein Ma3 normieten.
Fiir Tabelle 1 ist D = & + k als Einheit gewihlt. Die
Tabelle enthilt die Linsenanzahl n der einzelnen Ringe,
die Linsenanzahl A des ganzen Kérpers und den Fiil-
lungsdurchmesser F der Planscheibe. Die Benutzung wird
durch das Beispiel sofort klar.

Beispiel: Wir setzen, wie oben, Linsen von 127 mit
0,5 mm Zwischenraum voraus. Es ist also D = 12,5 mm. Der
Durchmesser der Aufkittschale sei 265 mm = 21,20 D. Die-
sem Wert 21,20 am nichsten kommt der Fiillungsdurchmesser

= 21,08. Dic Aufkittschale 163t sich also bis zum Fiillungs-
durchmesser 21,08 D = 264 mm fiillen. Der Korper enthilt
im ganzen 335 Linsen. Die einzelnen Ringe enthalten vonaufien
nachinnenaufgezihlt63 + 56 4 50 + 43 + 37 + 30 + 24 +
17 411 + 4 Linsen. In der Werkstatt wird manden 3.,5.und 7.

Ring etwa um 0,06 D weiter nach auflen tiicken, damit der
Abstand zum voraufgehenden und zum folgenden Ring
gleichmiBig wird.

In der Tabelle sind in allen Fillen die kleinstmog-
lichen RinggréBen angegeben, da diese von Bedeutung
sind, wenn der betreffende Ring den Rand des Korpers
bildet. Diese Rechnung erfordert keine 5 Minuten.
Wieviel Zeit wiirde aber fiir eine experimentelle Probe
im Betrieb gebraucht werden, allein um die Schalen
aus dem Lager zu holen und Glasstiicke passenden
Durchmessers zusammenzusuchen ?

Die Ausnutzung der Korper.
Wie aus den Beispielen ersichtlich ist, mu3 man den
Abstand zwischen benachbarten Ringen oder zwischen
den Linsen innerhalb eines Ringes hdufig etwas ver-

Tabelle 1. Linsenkotper fiir Planflichenbearbeitung.
F = ausgenutzter oder ,,Fiillungsdurchmesser*
MaBeinheit fiir den Fullungsdurchmesser F ist der Wert
D = @ + k, also die Summe von Glasdurchmesser und
Zwischenraum zwischen je zwei Glidsern.

n = Linsenanzahlen in den einzelnen Ringen
A = Linsenanzahl bis zu den einzelnen Ringen bei

Mittenanordnungen mit 1, 2, 3, 4 und 5 Linsen.
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groBern. Man nutzt also die Fliche der Platte nicht voll-
stindig aus. Eine reihenweise Anordnung der Linsen
in Art von Bild 3 148t eine vollstindigere Ausnutzung
der Korperfliche erwarten. Abet auch hier treten groBe
unbenutzte Flichen auf, und zwar am Kérperrand, weil
manches Mal ein Restplatz nur wenig kleiner ist als eine
Linse. Handelt es sich um groBle Linsen, so sind die zu
bearbeitenden Flichen am Rand des Korpers recht un-
gleichmiBig verteilt, so daB die optische Flichenpasse
leicht ungleichmiBig wird. Sind aber die Linsen im Ver-
haltnis zur Korperfliche klein, so verliert dieser Grund
seine Bedeutung, und man kann eine engste Packung
in zeilenweiser Anordnung der Linsen verwenden.

Um die Bedeutung der unbesetzten Flichenteile
klar zu erkennen, wollen wir die Ausnutzung der
Korperfliche untersuchen. ZahlenmiBige Rechnungen
setzen jedoch ein bestimmtes Verhiltnis von Zwischen-
raum k zu Linsendurchmesser ¢ voraus. Wir wihlen
@ = 0,96, k = 0,04. Dem entspricht z. B. bei Linsen

9%
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von 25 mm Durchmesser ein Zwischenraum von 1 mm.
Es ist also eine verniinftige Zahlenannahme.

Als Ausnutzungsgrad wollen wir das Verhiltnis der
von Linsen besetzten Korperfliche zur optimal beleg-
baren Korperfliche verstehen. Optimale Belegung oder
engste Packung der Linsen setzt voraus, daf3 die Linsen
zeilenweise nach Bild 3 angeordnet werden. Das Innere
der Korperfliche ist so voll-
stindig belegt, wie es nur
moglich ist und soll durch
den Ausnutzungsgrad 1 ge-
kennzeichnet sein. Wegen
freier Stellen am Platten-
rand ist vollstindige Aus-
nutzung nur fiir unendlich
grofle Platten oder fiir un-
endlich kleine Linsen et-
reichbar. Unter diesen ex-
tremen Umstdnden ist das
Verhiltnis zwischen beleg-
ter und gesamter Fliche nach Bild 3 gegeben durch
das Verhiltnis von drei Linsensechsteln zur eingezeich-
neten Dreiecksfliche oder durch das Verhilt-

J/

Bild 3. Zeilenweise Anord-
nung derLinsenaufder Platte.

Hans Jensen:

26. Jahrg., Heft 3

Fiir alle in der Tabelle 1 enthaltenen Werte ist der
Ausnutzungsgrad berechnet und in Bild 4 als Funktion
des Plattendurchmessers P in den ausgezogenen Kurven
dargestellt. Der eine ausgezogene Streckenzug faBt die
ungiinstigen Werte, der andere die giinstigen Fille zu-
sammen. Man erkennt, dal mit wachsendem Platten-
durchmesser der Ausnutzungsgrad zunichst ansteigt,
aber einem Maximalwert von etwa 0,83 zustrebt. Er
wird diesen Wert auch bei groem P kaum iibersteigen
koénnen, da ja immer wieder Liicken gleicher Art auf-
treten miissen. Auffillige Schwankungen sind nur fiir
bestimmte besonders unginstige Fille im unteren
Streckenzug festzustellen. Diese treten stets bei der An-
ordnung einer zentralen Einzellinse ein, weil beim
Ubergang von der Mittenanordnung mit einer Linse
zu einer solchen mit zwei Linsen die Platte erheblich
vergroBert werden mufl. Um so ginstiger liegt dann
der jeweils folgende Punkt des unteren Kurvenzuges,
weil beim Ubergang von der Mittenanordnung mit zwei
Linsen zur Mittenanordnung mit drei Linsen nur eine
unwesentliche Zunahme des Fillungsdutchmessets ein-
tritt. Liegt der Plattendurchmesser nur wenig oberhalb

nis det Flicheninhalte eines regelmifligen Sechs- 495
eckes zum einbeschriebenen Kreis. Als Fliche T =170 7J
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Mit den angegebenen Daten fiir @ und k E’ 2 / J \
erhilt diese GroBe den Wert 0,835. Als Aus- %070 i ot "
nutzungsgrad eines Plankoérpers durch runde §° i «
Linsen definieren wir also das Verhiltnis des § \
belegten Platzes A - 7+ 2[4 zum 0,835fachen § 465
der Plattenfliche. Bedeutet P den Plattendurch- ]\
messet A., so wird der Ausnutzungsgrad a60 ,
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Fir = 1,0 wiirden die Linsen so dicht }
gepackt sein, daB die Plattenfliche im Sinne 4% 5
des Bildes 3 vollstindig ausgenutzt ist. uV:M;

Wir betechnen den Ausnutzungsgrad fiir 445 |

g 70-0 z20-0

die |besonders giinstigen Fille, in denen P
gerade gleich den in Tabelle 1 angegebenen
Fillungsdurchmessern ist. Unter diesen Um-
stinden sind die duBersten Linsenteile um k/2
vom Kérperrand entfernt. AuBlerdem inter-
essiert uns der ungiinstigste Fall, bei dem die
Plattenfliche gerade eben zu klein ist, um den
nichsthoheren Fullungsdurchmesser aufneh-
men zu koénnen: P=F—k/2. Hilt man grundsitzlich
einen breiteren Schutzrand als k/2 fiir notwendig, so
interessiert diese Verbreiterung uns hier nicht, da sie
in allen Fillen einheitlich zugeschlagen werden muf
und ihre Ausnutzung offensichtlich stets unzuldssig ist.

Beispiel: Als giinstiger Fall sei P = 6,24 mit A = 29
Linsen gewihlt. Hietfiir witd n = 1,103 x 29/6,242=0,827.
Fiir die gleiche Linsenzahl tritt der ungiinstigste Fall ein,
wenn P = 6,50 ist. Dann wird = 1,103 x 29/6,50% =0,760.
In diesem Beispiel ist der Unterschied der beiden Aus-

nutzungsgrade nicht schr groB. Es gibt Fille, in denen der
Unterschied wesentlich groBer ist.

—>Plattendurchmesser P

Bild 4. Der Ausnutzungsgrad der Korper als Funktion des Platten-

durchmessers.

Giinstigste und ungiinstigste Fille bei Ringanordnungen
o Zufillig ausgewihlte Fille bei zeilenweiser Anordnung runder
Linsen auf Plankorpern

D = Linsenrohdurchmesser + Zwischentaum = 0,96 - D + 0,04 - D

eines tabulierten Fiillungsdurchmessers (obere ausge-
zogene Kurve), so ist kaum eine der moglichen Mitten-
anordnungen im Ausnutzungsgrad bevorzugt.

Die Ubetlegungen wiren unvollstindig, wollte man
nicht auch die tatsichliche Ausnutzung von zeilenweise
angeordneten Linsen in engster Packung mit dem bis-
herigen Ergebnis vergleichen. Hierzu wurden versuchs-
weise Linsenanordnungen aufgezeichnet. Nach Uber-
decken mit einem durchsichtigen Papier, auf dem der
Plattendurchmesser aufgezeichnet war, wurde die An-
zahl der darauf passenden Linsen ausgezihlt. Zwei An-
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otdnungen wurden behandelt: Im ersten Fall lag der
Mittelpunkt einer Linse im Mittelpunkt des Korpers
(Einet-Zentrum), beim anderen Typus lag der Korper-
mittelpunkt auf einer Berlhrungsstelle zweier Kreise
(Zweier-Zentrum). Das Ergebnis des tatsichlichen Aus-
nutzungsgrades bei zeilenweiser Packung ist in Bild 4
mit gestrichelten Kurvenziigen eingetragen. Der eine
gestrichelte Linienzug verbindet jeweils die hochsten
Ausnutzungsgrade miteinander, wihrend der andere die
Punkte niedrigsten Ausnutzungsgrades zusammenfalt,
unabhingig davon, ob der betreffende Punkt aus einer
Anordnung mit Einer- oder Zweier-Zentrum ge-
wonnen war. Ein prinzipieller Vorteil ist bei keiner der

bei den verschiedenen Anordnungen sind relativ gering.
In dem MaBstab, der bei dieser Figur moglich war, wird
man die Differenzen nur mit Miihe feststellen kénnen.

Aus Bild 4 und 5 folgt das eindeutige Ergebnis, dal3
bis P = 12D keine von beiden Anordnungen vorteil-
hafter ist als die andere. Der PlattengroBe P = 12 D
entspricht eine Linsenzahl von etwa 100 Stiick. Oberhalb
P =15D, d. h. bei mehr als 170 Linsen im Korper, ist
die zeilenweise Anordnung eindeutig iberlegen. Im
Mittel erhalten wir fiir P = 15D bis 20 D bei ring-
formiger bzw. zeilenweiser Packung die Ausnutzungs-
grade 0,82 bzw. 0,88. Die zeilenweise Packung bringt
also hierbei etwa 79, mehr Linsen auf dem Korper
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o Engste Packung in zeilenweiser Anordnung

beiden Typen deutlich, wenn auch dem Zweier-Zentrum
eine kleine Andeutung besseren Ausnutzungsgrades
nicht ganz abzusprechen ist. Die obere Kurve enthilt
nimlich 19 Werte fiir Zweier-Zentrum und nur 7 Werte
fur Einer-Zentrum. Theoretisch ist dabei ein solcher
Vorteil der einen oder anderen Anordnung kaum
plausibel und man wird diese Bevorzugung wohl als
ein Zufallsergebnis ansprechen diirfen. Es erscheint ein
miiBiges Unterfangen, diesem Effekt durch Hiufung
des Zahlenmaterials nachzusptiren.

Mit wachsender PlattengroBe (unter der Fiktion
stets gleichen Linsendurchmessers @ = 0,96 und glei-
chen Zwischenraumes k= 0,04) steigt der Aus-
nutzungsgrad stindig an. Da die Fehlstellen am Rand
eine immer kleinere Rolle spielen, je grofer P/D witd,
strebt der Ausnutzungsgrad fir P/D —% gegen 1.
Bei kleinen P/D-Werten (d. h. praktisch gesprochen:
bei groBen Linsen) ist die Ausnutzung bei zeilenweiser
Packung nicht glnstiger als bei kreisf6rmiger Packung.

In Bild 5 ist die Linsenzahl als Funktion des Platten-
durchmessers P aufgetragen. Um eine deutliche Dar-
stellung zu erhalten, sind zwei verschiedene Ordinaten-
maBstibe benutzt. Die Differenzen der Linsenzahlen

—> Plaftenaurchimesser P

unter. Das heiB8t natiirlich noch nicht, daf3 die Produk-
tion den gleichen Mehrertrag einbringt, denn die
Schleif- und Poliergeschwindigkeit verlingert sich ja bei
der groBeren Angriffsfliche, und die Nebenarbeiten wie
Aufkitten, Putzen usw. bleiben proportional zur Linsen-
anzahl. Im Gebiet zwischen P =12D und P = 15D
ist die zeilenweise Anordnung im allgemeinen, aber
nicht unbedingt in jedem Fall, giinstiger. Steigt P tiber
20 D, so wird der Vorteil der zeilenweisen Packung
immer groBer, da ihr Ausnutzungsgrad stindig weiter-
hin ansteigt, wihrend der Ausnutzungsgrad bei kreis-
formiger Packung einen Wert zwischen 0,82 und 0,84
zu behalten scheint. Ein solcher Korper enthilt minde-
stens 200 Linsen, die in mindestens acht Ringen ange-
ordnet werden miussen, also héchstens einen Durch-
messer P/16 haben kénnen. Die Linsen sind also schon
nicht mehr ausgesprochen groB. Bei Korpern von
300 mm Durchmesser z. B. miiiten sie schon unter 20 mm
liegen. Wenn man dann aullerdem besonders groBe freie
Stellen am Rand durch geringe Verschiebung benachbar-
ter Linsen etwas verteilt, so ist von den UnregelmaBig-
keiten der Linsenverteilung kaum noch eine nennenswerte
Verschlechterung der Flichenpasse zu befiirchten.





