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Stabilitat von Elektroglasschmelzwannen
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(Mitteilung aus der Hochschule fiir Architektur und Bauwesen, Sektion Baustoffverfahrenstechnik, WB Physik, Weimar)

(Eingegangen am 15. Dezember 1980)

Es wird gezeigt, wie das Stabilitdtsverhalten einer Elektroglas-
schmelzwanne untersucht werden kann. Das Problem wurde bewuf3t
sehr vereinfacht. Fiir einen eindimensionalen Reaktor als Modell
eines Schmelzreaktors konnen Instabilitdten nachgewiesen werden.
Schmelzaggregate, deren Schmelzen eine konstante elektrische Leit-

fahigkeit besitzen, sind demnach immer stabil. Die Instabilitdten wer-
den durch die Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitféhig-
keit verursacht. Die vorliegende Arbeit stellt einen ersten Beitrag zu
dieser Problematik dar.

Stability of electric glass melting furnaces

How the stability of an electric glass melting furnace may be
investigated is shown. The problem is treated in a very simplified
fashion. For a one dimensional reactor serving as a model for a melting
unit, instabilities can be demonstrated. Melting units in which the melt

Stabilite des fours de

On montre comment peut étre étudiée la stabilitée d’un bassin de fu-
sion. Le probléme a été sciemment simplifié a 'extréme. Des instabilités
ont été mises en évidence sur un réacteur unidimensionnel servant de
modéele de réacteur de fusion. Les fours de fusion, dont les fontes ont

Stabile und instabile Systeme sind aus der Mechanik
hinreichend bekannt. Aber auch thermische, magneto-
hydrodynamische u. a. Systeme konnen sich im stabilen
bzw. instabilen Zustand befinden.

Es gibt mehrere Arbeiten, die sich mit der Stabilitat
thermischer Systeme befassen (z. B. [1]); Probleme der
magnetohydrodynamischen Stabilitdt werden in jedem
Buch iiber Plasmaphysik (z. B. [2]) behandelt.

Ob Elektroglasschmelzwannen stabile oder instabile
Systeme darstellen, wurde bisher nach den in [1] und [2]
beschriebenen Methoden nicht untersucht. Eine Arbeit
des Autors [3] sowie Dissertationen von Langer [4] und
Seidel [5] geben erste Hinweise darauf, daf solche Aggre-
gate instabil sind und nur durch eine Regelung kiinstlich
infolge ihrer groflen Zeitkonstanten quasi stabil gehalten
werden konnen. Deshalb soll in diesem Beitrag ein erster
Versuch unternommen werden, das zeitliche Verhalten
solcher Aggregate beziiglich thermischer Stérungen in
Analogie zu [1] und [2] zu studieren.

1. Theorie

Zur Untersuchung dieser Erscheinung soll fiir die
Glasschmelze von der instationdren Warmeleitungsglei-
chung

ocT—kAT=xE? (1)

has a constant electrical conductivity are however always stable.
Instabilities arise from the temperature dependence of the electrical
conductivity. The present work is only a first contribution concerning
this problem.

fusion électrique du verre

une conductivité électrique constante, sont dés lors toujours stables.
Les instabilités sont dues au fait que la conductivité électrique varie
avec la température. La présente étude est une premiére étape dans la
résolution de ce probléme.

mit der elektrischen Leitfahigkeit

»x =xp-exp [b (T — Tp)] (2)

ausgegangen werden, wobei ein konvektiver Energie-
transport zunéchst ausgeschlossen wird. Dabei sind o die
Dichte, c die spezifische Warmekapazitit, k die Warme-
leitféhigkeit, », die elektrische Leitféhigkeit bei der Tem-
peratur Ty, E die elektrische Feldstirke, A der Laplace-
Operator und b der Temperaturkoeffizient der elektri-
schen Leitfdhigkeit.

Zur Zeit t =0 liege in der Schmelzwanne ein sta-
tiondres Temperaturfeld T, vor. Eine kleine Storung ©
verdndere dieses. Die Frage ist nun, wie sich das Tem-
peraturfeld T=T, + © im Laufe der Zeit veréndert.
Klingt die Storung ab, dann ist das System stabil. Im
entgegengesetzten Fall lduft das Temperaturfeld davon
(z. B. thermische Explosion), und es liegt ein instabiles
thermisches System vor. T, sei aullerdem infolge der ge-
nannten Voraussetzung die Losung der Differentialglei-
chung

—kAT=%()E2. (3)

Mit T=T, + O ergibt sich

.k #y B
@_7(A@+ AT()):
oc

exp (bO) . 4)

ocC
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Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3) sowie
e* =1+ (e*—1) entsteht die Differentialgleichung

.k %o E?
6-—n0=
oc oc

[exp (bO) — 1] )

fiir das Temperaturfeld ©. Bei Beschrankung auf kleine
Storungen hat man die Differentialgleichung

. k Xy
O-—AO=—EbO (6)
oc oc

zu untersuchen. Dazu werde der Ansatz
O=cexp(at) G (7) 7
verwendet, mit dem Gleichung (6) in

ki AG Xo 2
c——————=—E"b 8)
0. G oc

ibergeht.

Im allgemeinen sind x, = % (T(f) und E = E(F) in einer
solchen Schmelzwanne vom Ort T abhéngig, und o be-
stimmt sich aus den Eigenwerten der Differentialglei-
chung

AG+k< mEz()b—o)G 0. 9)

Das Temperaturfeld in einer solchen Schmelzwanne
schwankt aber nur in geringen Grenzen um einen mitt-
leren Wert (z. B. T = 1500 + 50 °C).

Aus diesem Grunde wird zwecks Vereinfachung des
Problems angenommen, daf x,(f) und E*¥) durch ihre
riumlichen Mittelwerte %, und E? ersetzt werden diirfen.
Da dann der Koeffizient von G konstant ist — er wird
gleich A? gesetzt —, entsteht die Differentialgleichung

AG+AG=0 (10)
mit

1
o=— (Eb—k). (11)
ocC

Fiir reelle Werte von A kann ¢ = 0 werden. Ist o > 0,
dann liegt infolge des Ansatzes (7) Instabilitdt vor, die
Storung wachst tiber alle Grenzen. Im Falle o < 0 klingt
die Storung ab; es liegt Stabilitdt vor. Bei o =0 wird @
zeitunabhdngig; es stellt sich ein neuer stationdrer Zu-
stand ein. Ist A imagindr, dann folgt stets o > 0 und damit
Instabilitat.

Bei komplexen Werten von A entsteht mit Re ¢ > 0
eine sich zeitlich periodisch aufschaukelnde Storung; da-
mit liegt Instabilitit vor. Wenn Re o = 0 ist, ergibt sich

<
eine stabile, um den Gleichgewichtswert schwankende

Losung. Im Falle Re o < 0 folgt eine zeitlich periodische,
abklingende Storung, also Stabilitt.

Gleichung (11) zeigt deutlich, daB3 fiir b = 0 und reelle
Werte von A —d. h. von der Temperatur unabhéngige
elektrische Leitfdhigkeit — immer o < 0 ist, was besagt,
daf3 das System Glasschmelzwanne mit konstanter elek-
trischer Leitfdhigkeit der Schmelze in diesem Fall stets
stabil ist. In der Realitdt ist b immer grof3er als Null (siche
Tabelle 1). Dies hat Konsequenzen.

a) Eine elektrisch betriebene Glasschmelzwanne kann
demnach zur Instabilitdt neigen oder sogar instabil sein.
Derartige Losungen liefern aber die bisher aufgestellten
mathematischen Modelle solcher Aggregate nicht, die
a priori Stationaritit voraussetzen.

b) An physikalischen Modellen sowie mit Leitfédhigkeits-
papier usw. vorgenommene Untersuchungen kdnnen das
wirkliche Verhalten einer solchen Schmelzwanne eben-
falls nicht richtig widerspiegeln.

2. Einfache Beispiele
2.1. Konstante Randtemperaturen

Als Beispiel diene der in [3] behandelte einfache, eindi-
mensionale Schmelzreaktor. Dessen Begrenzungen sollen
zundchst durch geeignete Mallnahmen auf der Tempe-
ratur T(x = —L) = T((x = +L) gehalten werden, was be-
deutet, dal @(x = —L) = O(x = +L) = 0 gelten muf3. Im
eindimensionalen Fall geht Gleichung (10) in

G =—P6G (12)
iiber, deren LOsung

G=AcosAx+ Bsinix (13)

lautet.
Fiir x =0 gilt G = A. Da x = 0 Symmetrieebene ist,
verschwindet die Warmestromdichte in dieser Ebene, und

Tabelle 1. Elektrische Leitfdhigkeit fiir T, = 1300 °C und
Temperaturkoeffizient der elektrischen Leitfahigkeit einiger Glaser

Glas xg in b in
AV-im! 103 K-!
Kaliumboratglas 26 3,95
(Stoffmengengehalt (in %) :
15 K,0)
Flachglas 18,9 3.5
Wirtschaftsglas 14,01 2,9
TK-Glas 11,5 3,6
Blei-Borosilicatglas 10,3 2,93
Bleiglas 13,5 4,19
Neutralglas D 9,066 2,81
Baryt-Kronglas 4,444 521
Borosilicatglas E 4,565 3.15
G 20 3,336 4,30
Simax-Borosilicatglas 2,547 3,02
E-Seidenglas 0,558 9,87
Rasotherm 1,402 3.37
Lithiumphosphatschmelze 610,5 0,82
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Bild 1. Nu= (a L)/k als Funktion von x =A L.

Nu

es muf3 G'(x = 0) = 0 sein, was nur mit B = O erfiillbar ist.
An den Réndern soll G verschwinden, was die Eigen-
werte

h=s@1+nE (14)
gl 3

mitl=0, + 1, + 2. .. liefert. Damit ergibt sich aus Glei-
chung (11)

1 — n? M)
o=—|#Eb—-k—Q2I1+1 : 15
L 4L2( )) (15)

o verschwindet, wenn

ﬁoﬁb:kn—z(zl*ﬂf (16)
412

wird.
Da die allgemeine Losung fiir das Storfeld

O =) Arexp (ait) cos A x (17)
1=0

lautet, klingen die Glieder mit den Raumfrequenzen
A, > A« mit zunehmender Zeit ab. Fiir diese wére das
System stabil.

) Angeregt durch Trier [6] konnte Gleichung (15) mit 1 = 0 in der Form

n*af4 mEbL?
(s el (TG e |
4 L*\x? k

geschrieben und

als Stabilitédtszahl definiert werden, wobei k ebenfalls als effektive Warmeleitfahigkeit zu
betrachten ist, die sich aus dem Leitungs- und Strahlungsanteil zusammensetzen kann. Fiir
Sta < 1 liegt Stabilitdt und fiir Sta > 1 Instabilitdt vor.

Beziiglich der Glieder mit A, < A;+ ist das System
instabil. Stabilitdt ergibt sich demnach erst fiir

TCZ

#E’b=k
: 412

(18)

wihrend das Gleichheitszeichen die Stabilitdtsgrenze lie-
fert.

2.2. Natiirliche Randbedingungen

Soll auf den Réndern die natiirliche Randbedin-
gung
—kgradT-fi = a (T — Ta) (19)

erfiillt werden, dann folgt aus der Losung
G =Acosix+ Bsindx (20)

mit der Symmetriebedingung G'(x = 0) = 0,die B = 0 zur
Folge hat, und der Randbedingung

—kgrad® i =a® (21)
die Eigenwertgleichung

al
AL tan (/1L)=T. (22)

Die Eigenwerte A, werden also im wesentlichen durch eine
Nusselt-Zahl Nu = (o L)/k und die Geometrie des Re-
aktors iiber die Gro3e L bestimmt. Nu in Abhéngigkeit
von x =A L zeigt Bild 1.

3. Numerische Beispiele

3.1. Konstante Randtemperaturen

Mit %, =5 A/Vm, E? = 10* V¥/m?, b= 3 - 10 K!
und L=1m folgt #,E*b=150W/(m*K). Fir
k/L? . 7%/4 ergibt sich mit k = 50 W/(K m) ein Wert von
125 W/(m® K).

Damit wiirde Instabilitdt vorliegen. Ist die Wérme-
leitfihigkeit der Schmelze grofer als 100 W/(K m), dann
ldge eine stabile Schmelzwanne vor. Dieses Beispiel zeigt
schon, daf} zur exakten Beantwortung der Stabilitédtsfrage
einer Wanne die exakte Kenntnis der Materialkonstanten
der Schmelze gehort. i

3.2. Natiirliche Randbedingungen

Die Wirmestromdichte {iber das Wannenbecken be-
trigt etwa 5 kW/m? Die Differenz zwischen Oberfla-
chen- und Atmosphérentemperatur betrdgt annéhernd
200 K. Daraus ergibt sich ein effektiver Wérmeiiber-
gangskoeffizient von a ~ 25 W/m? und mit den oben
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verwendeten Werten Nu = 1/2. Dazu gehort nach Bild 1
ein Wert AL=0,65 also A=0,65m- Mit
k = 50 W/(K m) ergibt sich k A% ~ 20 W/(m? K). Selbst
mit einer Waérmeleitfdhigkeit der Schmelze von
150 W/(K m) ergibe sich in diesem der Realitit ndher-
kommenden Fall noch Instabilitét.

4. Allgemeine Bemerkungen

Um das Stabilitdts- bzw. Instabilitdtsverhalten einer
Elektroglasschmelzwanne zu untersuchen, wird hier aus

Griinden der Vereinfachung und Verdeutlichung des Prin-
zipiellen nur die Warmeleitungsgleichung ohne konvek-
tiven Energietransport betrachtet. Die Untersuchung
zeigt, dall es Instabilitdten gibt.

Im allgemeinen muf3 das Konvektionsglied beriick-
sichtigt werden. Dies hat dann aber zur Folge, daf3 auch
die Navier-Stokes-Gleichung und die elektrische Poten-
tialgleichung beriicksichtigt werden miissen. Dann wird
das Problem aber sehr kompliziert. Eine solche Unter-
suchung soll zu einem spéiteren Zeitpunkt vorgestellt wer-
den.
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