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Es wird gezeigt, wie das Stabihtätsverhalten einer Elektroglas-
schmelzwanne untersucht werden kann. Das Problem wurde bewußt 
sehr vereinfacht. Für einen eindimensionalen Reaktor als Modeh 
eines Schmelzreaktors können Instabilhäten nachgewiesen werden. 
Schmelzaggregate, deren Schmelzen eine konstante elektrische Leh-

fähigkeh besitzen, sind demnach immer stabü. Die Instabilhäten wer­
den durch die Temperaturabhängigkeh der elektrischen Leitfähig­
keh verursacht. Die vorhegende Arbeh steht einen ersten Beitrag zu 
dieser Problematik dar. 

Stability of electric glass melting furnaces 

How the stability of an electric glass melting furnace may be 
investigated is shown. The problem is treated in a very simpHfied 
fashion. For a one dimensional reactor serving as a model for a mehing 
unh, instabilities can be demonstrated. Melting unhs in which the meh 

has a constant electrical conductivity are however always stable. 
Instabilities arise from the temperature dependence of the electrical 
conductivity. The present work is only a first contribution concerning 
this problem. 

Stabilite des fours de fusion electrique du verre 

On montre comment peut etre etudiee la stabüite d'un bassin de fu­
sion. Le Probleme a ete sciemment simphfie a l'extreme. Des instabüites 
ont ete mises en evidence sur un reacteur unidimensionnel servant de 
modele de reacteur de fusion. Les fours de fusion, dont les fontes ont 

une conductivite electrique constante, sont des lors toujours Stahles. 
Les instabüites sont dues au fah que la conductivite electrique varie 
avec la temperature. La presente etude est une premiere etape dans la 
resolution de ce probleme. 

Stabile und instabile Systeme sind aus der Mechanik 
hinreichend bekannt. Aber auch thermische, magneto­
hydrodynamische u. a. Systeme können sich im stabilen 
bzw. instabüen Zustand befinden. 

Es gibt mehrere Arbeiten, die sich mh der Stabihtät 
thermischer Systeme befassen (z. B. [1]); Probleme der 
magnetohydrodynamischen Stabihtät werden in jedem 
Buch über Plasmaphysik (z. B. [2]) behandeh. 

Ob Elektroglasschmelzwannen stabile oder instabüe 
Systeme darstellen, wurde bisher nach den in [1] und [2] 
beschriebenen Methoden nicht untersucht. Eine Arbeh 
des Autors [3] sowie Dissertationen von Langer [4] und 
Seidel [5] geben erste Hinweise darauf, daß solche Aggre­
gate instabü sind und nur durch eine Regelung künstüch 
infolge ihrer großen Zeitkonstanten quasi stabü gehalten 
werden können. Deshalb soü in diesem Beitrag ein erster 
Versuch unternommen werden, das zeithche Verhalten 
solcher Aggregate bezüghch thermischer Störungen in 
Analogie zu [1] und [2] zu studieren. 

1 . Theorie 

Zur Untersuchung dieser Erscheinung soü für die 
Glasschmelze von der instationären Wärmeleitungsglei­
chung 

mh der elektrischen Leitfähigkeit 

κ = XB- exp [b (T - TB)] ( 2 ) 

ausgegangen werden, wobei ein konvektiver Energie­
transport zunächst ausgeschlossen wird. Dabei sind Ρ die 
Dichte, c die spezifische Wärmekapazüät, k die Wärme-
lehfähigkeh, die elektrische Leitfähigkeh bei der Tem­
peratur Tß, Ε die elektrische Feldstärke, Δ der Laplace-
Operator und b der Temperaturkoeffizient der elektri­
schen Leitfähigkeit. 

Zur Zeh t 0 liege in der Schmelzwanne ein sta­
tionäres Temperaturfeld T̂  vor. Eine kleine Störung Θ 
verändere dieses. Die Frage ist nun, wie sich das Tem­
peraturfeld Τ = To + Θ im Laufe der Zeh verändert. 
Khngt die Störung ab, dann ist das System stabü. Im 
entgegengesetzten Fah läuft das Temperaturfeld davon 
(z. B. thermische Explosion), und es hegt ein instabües 
thermisches System vor. T^ sei außerdem infolge der ge­
nannten Voraussetzung die Lösung der Differentialglei­
chung 

- K A T = ;^OE^ ( 3 ) 

Ρ C T - K Δ T = κ E 2 ( 1 ) 

Mh Τ = To Θ ergibt sich 

K Ko E^ 
Θ ( Δ 6 ) + Δ Τ Ο ) = 

ρ c ρ ο 
exp ib0) . ( 4 ) 



Februar 1981 Stabilität von Elektroglasschmelzwannen Glastechn. Ber. 45 

Unter Berücksichtigung von Gleichung (3) sowie 
= 1 + (e''—1) entsteht die Differentialgleichung 

k KQ Έ} 

Θ Δ 6 ) = [exp ( b e ) - 1] 
ρ c ρ c 

( 5 ) 

für das Temperaturfeld Θ. Bei Beschränkung auf kleine 
Störungen hat man die Differentialgleichung 

ρ c ρ c 

zu untersuchen. Dazu werde der Ansatz 

6) = exp ( σ t ) G ( r ) 

verwendet, mh dem Gleichung (6) in 

( 6 ) 

( 7 ) 

Lösung. Im Falle Re σ < 0 folgt eine zeithch periodische, 
abklingende Störung, also Stabihtät. 

Gleichung (11) zeigt deuthch, daß für b = 0 und reche 
Werte von Λ — d. h. von der Temperatur unabhängige 
elektrische Leitfähigkeh — immer σ < 0 ist, was besagt, 
daß das System Glasschmelzwanne mh konstanter elek­
trischer Leitfähigkeh der Schmelze in diesem Fah stets 
stabü ist. In der Reahtät ist b immer größer als NuU (siehe 
TabeUe 1). Dies hat Konsequenzen. 

a) Eine elektrisch betriebene Glasschmelzwanne kann 
demnach zur Instabihtät neigen oder sogar instabü sein. 
Derartige Lösungen liefern aber die bisher aufgestellten 
mathematischen Modelle solcher Aggregate nicht, die 
a priori Stationarhät voraussetzen. 

b) An physikahschen Modehen sowie mit Leitfähigkehs-
papier usw. vorgenommene Untersuchungen können das 
wirkUche Verhalten einer solchen Schmelzwanne eben­
fahs nicht richtig widerspiegeln. 

k A G κο , 
Σ = — E^ b 

ρ c G ρ c 
( 8 ) 

übergeht. 
Im aUgemeinen sind Κ^ = Κ {T^IJ) und Ε = E(r) in einer 
solchen Schmelzwanne vom Ort f abhängig, und Σ be­
stimmt sich aus den Eigenwerten der Differentialglei­
chung 

A G + ^ ( ? i ^ E ^ ( r ) b - a ) G = 0 . ( 9 ) 

Das Temperaturfeld in einer solchen Schmelzwanne 
schwankt aber nur in geringen Grenzen um einen mitt­
leren Wert (z. B. Τ = 1500 ± 50 °C). 

Aus diesem Grunde wird zwecks Vereinfachung des 
Problems angenommen, daß ^^(r) und E^(r) durch ihre 
räumhchen Mittelwerte Κ^ und Έ} ersetzt werden dürfen. 
Da dann der Koeffizient von G konstant ist — er wird 
gleich gesetzt —, entsteht die Differentialgleichung 

mit 

Δ G G = 0 

O = — {KQE? H - KΛ^) . 
ρ ο 

(10) 

(11 ) 

Für reeUe Werte von Λ kann σ = 0 werden. Ist σ > 0, 
dann Uegt infolge des Ansatzes (7) InstabiUtät vor, die 
Störung wächst über aUe Grenzen. Im FaUe σ < 0 klingt 
die Störung ab; es Uegt Stabühät vor. Bei σ = 0 wird Θ 
zeitunabhängig; es steUt sich ein neuer stationärer Zu­
stand ein. Ist Λ imaginär, dann folgt stets σ > 0 und damh 
InstabiUtät. 

Bei komplexen Werten von Λ entsteht mit Re σ > 0 
eine sich zeitUch periodisch aufschaukelnde Störung; da­
mh Uegt Instabihtät vor. Wenn Re σ ^ 0 ist, ergibt sich 
eine stabüe, um den Gleichgewichtswert schwankende 

2. Einfache Beispiele 

2.1. Konstante Randtemperaturen 

Als Beispiel diene der in [3] behandelte einfache, eindi­
mensionale Schmelzreaktor. Dessen Begrenzungen sollen 
zunächst durch geeignete Maßnahmen auf der Tempe­
ratur To(x = —L) = To(x = +LJ) gehalten werden, was be­
deutet, daß Θ(χ = - L ) = Θ(χ = +\.) = 0 gelten muß. Im 
eindimensionalen FaU geht Gleichung (10) in 

G = - L ^ G 

über, deren Lösung 

G = Α cos 2 X Β sin Α X 

(12) 

(13) 
lautet. 

Für X = 0 gih G = A. Da X = 0 Symmetrieebene ist, 
verschwindet die Wärmestromdichte in dieser Ebene, und 

Tabelle 1. Elektrische Leitfähigkeh für Ί ^ = 1 3 0 0 °C und 
Temperaturkoeffizient der elektrischen Leitfähigkeit einiger Gläser 

Glas in 
A V - i m-i 

b in 
10-3 K - i 

Kahumboratglas 26 3,95 
(Stoffmengengehah (in % ) : 
15 Κ ρ ) 
Flachglas 18,9 3,5 
Wirtschaftsglas 14 ,01 2,9 
TK-Glas 1 1 , 5 3,6 
Blei-Borosihcatglas 10,3 2,93 
Bleiglas 13,5 4 ,19 
Neutralglas D 9,066 2,81 
Baryt-Kronglas 4,444 5,21 
Borosihcatglas Ε 4,565 3,15 
G 20 3,336 4 ,30 
Simax-Borosihcatglas 2,547 3,02 
E-Seidenglas 0,558 9,87 
Rasotherm 1,402 3,37 
Lithiumphosphatschmelze 610 ,5 0,82 

10 
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Bezüglich der Gheder mh Λ, < Aj* ist das System 
instabü. Stabühät ergibt sich demnach erst für 

κο b ^ k -
4 V 

( 1 8 ) 

Büd 1. Nu = (o: L)/k als Funktion von χ = Λ L. 

während das Gleichhehszeichen die Stabilhätsgrenze he­
fert. 

2.2. Natürüche Randbedingungen 

SoU auf den Rändern die natürUche Randbedin­
gung 

- k g r a d T - n = a ( T - T A ) (19) 

erfüüt werden, dann folgt aus der Lösung 

G = Α cos Α X -H Β sin Α X (20) 

es muß G'(x = 0) = 0 sein, was nur mit Β = 0 erfüübar ist. 
An den Rändern soü G verschwinden, was die Eigen­
werte 

1 π 
A. = - ( 2 1 . 1 ) ^ (14) 

mh 1 = 0, ± 1, ± 2 . . . hefert. Damh ergibt sich aus Glei­
chung (11) 

σ = — U o E ^ b - k — ( 2 1 + 1)M . (15) 

σ verschwindet, wenn 

mh der Symmetriebedingung G'(x = 0) 0, die Β = 0 zur 
Folge hat, und der Randbedingung 

— k grad Θ · η = αΘ 

die Eigenwertgleichung 

a L 
/l L tan (A L) = . 

k 

(21) 

(22) 

Die Eigenwerte Λ, werden also im wesenthchen durch eine 
Nusselt-Zahl Nu = { a L)/k und die Geometrie des Re­
aktors über die Größe L bestimmt. Nu in Abhängigkeh 
von X = Α L zeigt Bild 1. 

ÄoE2b = k ^(2 1*4- Ιγ 
4 V 

wird. 

Da die ahgemeine Lösung für das Störfeld 

0 = ^ A l e x p (σι t) cos λχ χ 

(16) 

(17) 

lautet, khngen die Gheder mh den Raumfrequenzen 
Al > Al* mh zunehmender Zeh ab. Für diese wäre das 
System stabü. 

Angeregt durch Trier [6 ] könnte Gleichung (15) mit 1 = 0 in der Form 

a / 4 Äo b 

4 k 
- - 1 

geschrieben und 

4 κο b 
= Sta 

als Stabilitätszahl definiert werden, wobei k ebenfalls als effektive Wärmeleitfähigkeit zu 
betrachten ist, die sich aus dem Leitungs- und Strahlungsanteil zusammensetzen kann. Für 
Sta < 1 liegt Stabilität und für Sta > 1 Instabilität vor. 

3. Numerische Beispiele 

3.1. Konstante Randtemperaturen 

Mh ^0 - 5 A/Vm, Ê  = 10^ Wm^, b = 3 · 10"^ K-^ 
und L - 1 m folgt Ê  b = 150 W^m^ K). Für 
k / U ' 7rV4 ergibt sich mit k = 50 W/(K m) ein Wert von 
125 W/(m3 K). 

Damh würde Instabihtät vorhegen. Ist die Wärme­
leitfähigkeh der Schmelze größer als 100 W/(K m), dann 
läge eine stabile Schmelzwanne vor. Dieses Beispiel zeigt 
schon, daß zur exakten Beantwortung der Stabilhätsfrage 
einer Wanne die exakte Kenntnis der Materialkonstanten 
der Schmelze gehört. 

3.2. NatürUche Randbedingungen 

Die Wärmestromdichte über das Wannenbecken be­
trägt etwa 5 kW/m^. Die Differenz zwischen Oberflä­
chen- und Atmosphärentemperatur beträgt annähernd 
200 K. Daraus ergibt sich ein effektiver Wärmeüber­
gangskoeffizient von α ^ 2 5 W/m^ und mh den oben 
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verwendeten Werten Nu ^ 1/2. Dazu gehört nach Bild 1 
ein Wert Α L = 0,65, also A - 0 , 6 5 m - i . Mh 
k = 50 W/(K m) ergibt sich k A^ ^ 20 W/{m' K). Selbst 
mit einer Wärmeleitfähigkeh der Schmelze von 
150 W/(K m) ergäbe sich in diesem der Reahtät näher­
kommenden Fah noch Instabihtät. 

4. Allgemeine Bemerkungen 

Um das Stabilhäts- bzw. Instabihtätsverhalten einer 
Elektroglasschmelzwanne zu untersuchen, wird hier aus 

Gründen der Vereinfachung und Verdeuthchung des Prin­
zipiellen nur die Wärmeleitungsgleichung ohne konvek­
tiven Energietransport betrachtet. Die Untersuchung 
zeigt, daß es Instabilhäten gibt. 

Im aUgemeinen muß das KonvektionsgUed berück­
sichtigt werden. Dies hat dann aber zur Folge, daß auch 
die Navier-Stokes-Gleichung und die elektrische Poten­
tialgleichung berücksichtigt werden müssen. Dann wird 
das Problem aber sehr kompliziert. Eine solche Unter­
suchung soü zu einem späteren Zeitpunkt vorgestelh wer­
den. 
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Berichtigung zum Beitrag W. Trier, Glastechn. Ber. 53 
(1980) Nr. 12 

Im Beitrag von W. Trier „Betrachtungen über die 
thermische Stabihtät von Elektrowannen", Glastechn. 
Ber. 53 (1980) Nr. 12, S. 3 4 8 - 3 5 0 muß die Gleichung für 
Dff auf S. 350 richtig lauten: 

Dff = 
6 

10* 




