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Es wird eine näherungsweise Lösung der Navier-Stokesschen 
Gleichung für die Strömung einer Glasschmelze in einem Trichter, 

der am Rande beheizt wird, in Kugelkoordinaten angegeben. 

Influence of heating on the flow of molten glass in a confusor or a diffusor 

der of the confusor (or diffusor) is given in spherical coordinates. The Navier-Stokes equation has been solved for a confusor and 
a diffusor. The velocity distribution of a real fluid heated at the bor-

LMnfluence du chauffage sur Pecoulement d'une fönte de verre dans un etranglement ou un evasement 

On donne une Solution approchee en coordonnees spheriques de dans un entonnoir chauffe sur le bord. 
l'equation de Navier-Stokes pour l'ecoulement d'une fönte de verre 

1. Einleitung 

In früheren Arbeiten [1 und 2] wurde der Einfluß 
des Heizens auf die Strömung im zyhndrischen Schluß­
stück eines Auslauf Stutzens berechnet und die Dimen­
sionierung des Stutzens gemäß der Kontinuhätsglei-
chung vorgenommen. Mh der Heizung dieses Schluß­
stückes wurde die Menge der pro Zeheinheh auslaufen­
den Schmelze reguhert und — wie in [1 und 2] berechnet 
und experimenteh nachgewiesen — eine homogenisieren­
de Wirkung auf die Geschwindigkehsverteüung erzieh. 

Über diesem zyhndrischen Schlußstück befindet sich 

jedoch ein kreiskegelförmiger Trichter, dessen Rand sich 
durch die Heizung des darunter befindhchen Schluß­
stückes ebenfahs stark erwärmen wird, um nunmehr sei-
nersehs das Geschwindigkehsprofil der Schmelze im 
Trichter zu beeinflussen. Das Ziel der vorhegenden Un­
tersuchung ist es, letztgenannten Einfluß rechnerisch ab­
zuschätzen. 

2. Analysis 

Die ahgemeine Gleichung für die Strömung einer 
zähen Flüssigkeh ist nach [3] in kartesischen Koordina­
ten: 
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mh i, k 1, 2, 3. Über gleiche Indizes wird summiert. 
Dabei sind ρ die Massendichte, Vj die Geschwindigkeh, 
η und ξ die Zähigkehskoeffizienten. 

Für eine inkompressible Flüssigkeh wird im FaUe 
stationärer Strömung gefunden: 
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oder ausdifferenziert 
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wobei der letzte Term der rechten Sehe wegen der In-
kompressibihtät verschwindet. Es bleibt 
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( 4 ) 

Eine Abschätzung zeigt, daß der Term mh der Ortsab­
leitung der Viskoshät η bei Glasschmelzen in erster 
Näherung gegen den letzten Term der rechten Seite von 
Gleichung (4) vernachlässigt werden kann, d. h. es kann 

*) Jetzt: Kernforschungszentrum Karlsruhe. 
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mit der Navier-Stokessclien Gleichung 

3 v i 3 p 3 Vi 
ρ Vk — = \- η 

3 x k 3 x i 3 x k 3 x k 

oder in Vektorschreibweise 

ρ ( ν ν ) ν = - V p + 7/ Zlv 

(5) 

(6) 

wehergerechnet werden. Im vorhegenden Faü kleiner 
Reynoldscher Zahlen kann man die hnke Seite von Glei­
chung (6) gegenüber dem zwehen Term der rechten 
Seite vernachlässigen. Die Reibung überwiegt. Es bleibt 
die zu lösende Gleichung 

7/ Δ ν = V p . (7) 

Es ist günstig, in Kugelkoordinaten zu rechnen. Mit 
Gleichung (7) und | v | = v^r, Θ) = v(r, Θ) folgt: 
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Die Kontinuhätsgleichung lautet: 

Daraus folgt 

3 V 2 V 
— + — = 0 . 
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ί{θ) ist zu bestimmen mh den Gleichungen (8) bis (10) 
und den Randbedingungen 

P u n k t q u e l l e b z w . 
P u n k t s e n k e 

Bild 1. Skizze der Geometrie. 

J d A v ( r , e ) = Q ( D u r c h f l u ß m e n g e s e i Q). ( 1 4 ) 

dA ist dabei ein Flächenelement des Trichterquer­
schnitts (r = const.), über den integriert wird. Mh den 
Gleichungen (12), (9) und den später angegebenen Ge­
setzen für die Temperatur und die Temperaturabhängig­
keh der Viskoshät folgt nach kurzer Zwischenrech­
nung: 

^^=--^η{Θ)ί{Θ)άΘ + ^\χ). ( 1 5 ) 
3 r r^ 

W'(r) ist die nach r differenzierte Integrationskonstante, 
die bei einer Integration nach Θ auftritt und noch von r 
abhängen darf. 

Wird Gleichung (15) in Gleichung (8) eingesetzt, so 
ergibt sich v ( r , 6 > = α ) = 0 , ( H a f t e n a m R a n d ) ( 1 3 ) 

η{Θ) [ f " ( 6 > ) + c o t e f ' ( 0 ) ] + 6[η{Θ) ί{Θ) - 5η'(Θ) ί(Θ) άΘ] = W ' ( r ) r^: = Q . ( 1 6 ) 

Beide Gleichungsseiten sind konstant, weü sie nur von je nach θ liefert die Gleichung für f(ö): 
einer Variablen abhängen. Beiderseitiges Differenzieren 

ΐ"'(Θ) + f " ( 0 ) [ S + οοΐΘ] + ΐ'(Θ) S c o t e -
1 

sin'Θ 
+ 6 = 0 . 

ί(Θ) = β" ̂  C i es 

( 1 7 ) 

( 1 8 ) 
S ist eine Konstante, die im Zusammenhang mh der Vis­
kosität erklärt wird. 

i = 0 
Entwickeh man hier die trigonometrischen Funktio­

nen in Reihen, bricht diese nach den ersten Ghedern ab so folgt nach längerer, aber nicht prinzipieU schwieriger 
und löst die sich so ergebende Näherung für die Diffe- Rechnung, die hier übergangen werden soh, mh den 
rentialgleichung (17) durch den Reihenansatz: Gleichungen (17), (18) und der Bestimmung der einen 
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Integrationskonstanten aus Gleichung (13) die Lösung für die Geschwindigkeitsverteilung in der Form: 

v ( r , e ) = ^ 
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( 1 9 ) 

wobei Rq noch als zweite Integrationskonstante aus Glei­
chung (14) in der Form 

Q = 2πτ'ίγ{τ,Θ) sm0 άθ ( 2 0 ) 

bestimmt wird. Der exphzhe Ausdruck für â , soh seines 
Umfanges wegen hier nicht angegeben werden. 

Für die Berechnungen wurde als Näherung eine 
Temperaturverteüung in der Form 

Ύ(Θ) = TR + C{0-a) ( 2 1 ) 

(C = const.) 
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Bilder 2a bis c. Geschwindigkeitsverteilung in Abhängigkeit von Θ; a) bei α = 15°, r = 0,5 cm; b) bei α = 45°, r = 0,5 cm; 
c) bei α = 90°, r = 0,5 cm. 
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als linear angenommen und die Temperaturabhängigkeit 
der Viskoshät nach Vogel-Fulcher-Tamman 

7;(T) = A e x p [B/(T-To)] 

durch 

η(Θ) = ηο exp [3Θ] 

genähert (wie in [1 und 2]), wobei gih 

Β B C A 
7 / 0 = Α C T r - T O · e ( T R - T O ) ' . 

Der Term S tritt in Gleichung (19) auf. 
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( 2 5 ) 

3. Ergebnisse und Diskussionen 

Büd 1 zeigt die untersuchte Geometrie. Es spieh für 
die Form der Geschwindigkehsverteilung keine Rohe, 
ob Q < 0 oder Q > 0, ob es sich also um einen Diffusor 
oder Konfusor handeh. Dies wirkt sich ledighch im Vor­
zeichen der Geschwindigkehsverteüung aus. Ahe Ge­
schwindigkehsverteilungen wurden für r = 0,5 cm be­
rechnet. Die Resuhate lassen sich leicht auf andere Ra­
dien umrechnen, weü ν r~^. 

Büd 2a zeigt die Geschwindigkeitsverteüung für 
einen Diffusor (Q > 0) mh 6t = 15°, Q = 10 cm^ s-^ Die 

Kurven fahen im Rahmen der Zeichengenauigkeh für 
ahe drei Randtemperaturen praktisch zusammen. Der 
Heizeffekt ist also unwesenthch. In Büd 2b zeichnet sich 
für α = 45° schon ein beginnender Rückstau in der 
Nähe der Trichterwand ab, der sich mh zunehmender 
Randtemperatur als verlangsamte Strömung stärker be­
merkbar macht. 

Einen echten Rückstau im Sinne einer Gegenströ­
mung zeigt Bild 2c für α = 90°. Die rückfließende Flüs-
sigkehsmenge wächst mh zunehmender Randtempera­
tur. Man beachte, daß dieser Effekt ohne Einbeziehung 
der Konvektion in die Rechnung zustande kommt, denn 
die Dichte wurde als konstant angenommen. 

Für die Berechnungen wurde eine Modehschmelze 
mh folgenden Parametern zugrunde gelegt: 

Α - 10-^ Pa s; 
T o - 2 0 0 °C; 

B = 11600°C; C - 100°C; 

Q = 10 cm^ s-^ 

Kritisch sei zu dieser Arbeit bemerkt, daß es ahein 
darum ging, den Rückstau nachzuweisen und die Bedin­
gungen für die Rückströmung einzugrenzen. 

Wegen der vohzogenen Näherungen sind die nume­
rischen Werte der Geschwindigkeh mh einem gewissen 
Fehler behaftet. Der prinzipiehe Effekt wurde aber si­
cher in befriedigender Weise aufgezeigt. 

Die Autoren danken Herrn cand. ing. Peter Morawietz für die 
Durchführung der numerischen und analytischen Rechendetails. 
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