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1 Kurze Darstellung

1.1 Aufgabenstellung

SiC-Substrate haben besondere physikalische Eigenschaften, die zu ihrer An-
wendung in verschiedenen Bereichen der Halbleiterindustrie fithren. So wer-
den sie als Trégermaterial fiir blaue Lichtemitter (blaue Laser), in der UV-
Sensorik und in der Leistungs-, Hochtemperatur- und Hochfrequenztech-
nik verwendet. Dies hat in den letzten Jahren zu einer starken Zunahme
der Nachfrage nach derartigen Kristallen gefiihrt, insbesondere nach SiC-
Einkristallen mit grofleren Durchmessern und verbesserter Qualitét, d. h.
geringerer Defektdichte. Da bislang die in Deutschland produzierten SiC-
Kristalle zur Deckung des Bedarfs in diesem Marktsegment nicht ausreichen,
ist die deutsche Industrie auf Einkadufe aus den USA, insbesondere von der
Firma Cree angewiesen.

Um diese Abhéngigkeit zu reduzieren, wird am Institut fiir Kristallziichtung
(IKZ) in Berlin-Adlershof nach Méglichkeiten gesucht, die Ziichtung von SiC-
Einkristallen mit der modifizierten Lely-Methode (MLM) zu verbessern. Bei
dieser Methode wird SiC-Granulat bei niedrigen Driicken und hohen Tem-
peraturen sublimiert, und an einem gekiihlten Keim wichst ein Einkristall
durch Anlagerung.

Da fiir die Sublimationsziichtung sehr hohe Temperaturen und niedrige Driik-
ke notwendig sind, erfolgt sie unter Bedingungen, die nur eine sehr einge-
schrankte Beobachtung der im Ziichtungstiegel stattfindenden Prozesse zu-
lassen. Die mathematische Modellierung und numerische Simulation dieser
Prozesse ist somit eine notwendige Voraussetzung zur Verbesserung des Fer-
tigungsprozesses.

Daraus ergibt sich die Aufgabenstellung des Forschungsvorhabens, am Wei-
erstra-Institut fiir Angewandte Analysis und Stochastik (WIAS) in Berlin
die Methode der Sublimationsziichtung in Fortsetzung der bestehenden en-
gen Kooperation mit dem [KZ mathematisch zu modellieren und numerisch
zu simulieren. Ziel ist dabei, die relevanten Ziichtungsparameter (z.B. Tie-
gelgeometrie, Regelung der Leistung der Induktionsheizung und Argondruck)
zu optimieren, damit die geziichteten Kristalle den Anforderungen der An-
wendungen entsprechen. Mit den so gewonnenen Erkenntnissen soll das 1KZ
bei der Verbesserung des Fertigungsprozesses unterstiitzt werden, mit dem
weiteren Ziel, dass in Deutschland anséssige Hersteller von SiC-Substraten
(wie die Firma SiCrystal in Erlangen) in die Lage versetzt werden, grofiere
und qualitativ bessere Kristalle zu erzeugen sowie die Kosten des Herstel-
lungsprozesses herabzusetzen.

Die physikalisch-mathematische Modellierung des Ziichtungsprozesses ist ex-



trem komplex und fithrt auf ein hoch-nichtlineares System partieller Dif-
ferentialgleichungen: Neben der Kinetik eines heiflen diinnen Gasgemisches
sind Energietransport durch Warmeleitung und Strahlung, reaktiver Stoff-
transport durch portse und granulare Medien sowie verschiedene chemische
Reaktionen und Phasenumwandlungen zu beriicksichtigen. Man hat daher
ein gekoppeltes System zu losen, in dem neben nichtlinearen und nichtloka-
len Warmetransportgleichungen und den Euler-Gleichungen nichtlineare (z.
T. degenerierte) Reaktions-Diffusionsgleichungen und mehrere freie Rander
auftreten. Hinzu kommen eine komplexe Geometrie und verschiedene Skalen
in Zeit und Raum; ferner sind auf Grund der physikalischen Gegebenheiten
grofie Temperatur- und Konzentrationsgradienten in diinnen Grenzschichten
zu erwarten.

Insgesamt ist also ein aus analytisch-numerischer Sicht duflerst anspruchs-
volles System zu behandeln, welches erfordert, in mehreren Schritten der
Modellierungsgenauigkeit voranzuschreiten, die jeweils in enger Kooperation
mit dem IKZ verifiziert werden miissen.

1.2 Voraussetzungen, unter denen das Vorhaben durch-
gefiihrt wurde

Bei der Durchfiihrung des Projektes konnte auf Resultate aufgebaut wer-
den, die von der Projektgruppe des Antragstellers am WIAS wéahrend der
vorhergehenden Arbeiten im Rahmen des Projektes ,, Optimale Steuerung
der Sublimations-Ziichtung von SiC-Kristallen“ (Nummer 03-SP7FV1) des
BMBF-Foérderprogramms Mathematische Verfahren zur Lésung von Problem-
stellungen in Industrie und Wirtschaft erzielt wurden.

Eine weitere wesentliche Voraussetzung zur erfolgreichen Bearbeitung des
Projektes war durch die Moglichkeit einer engen Kooperation mit dem 1KZ
gegeben. Die am IKZ betriebene Sublimationsziichtung von SiC-Kristallen
ermoglichte die fiir das Projekt notwendige experimentelle Verifikation der
zu entwickelnden mathematischen Modelle und Simulationssoftware.

1.3 Planung und Ablauf des Vorhabens

Die Planung des Vorhabens sah drei grofle Teilbereiche vor, die auf Grund
ihrer gegenseitigen Abhéngigkeiten parallel vorangetrieben werden mussten:
(1) Physikalische Modellierung, (2) Numerik und Software-Entwicklung, (3)
Mathematische Untersuchungen. Basierend auf den Vorarbeiten wurde fiir
den Projektantrag unter Einbeziehung des Kooperationspartners IKZ eine
grobe Zeitplanung durchgefiihrt.



Im Bereich der Modellierung ging es darum, das vorhandene zeitabhéngige
Modell des Ziichtungsverfahrens weiter zu verfeinern und insbesondere das
Versténdnis der auftretenden Phaseniibergénge und chemischen Reaktionen
weiter voranzutreiben.

Im Bereich Numerik und Software-Entwicklung sollte die numerische Imple-
mentation fortlaufend an den Fortschritt der Modellierung angepasst wer-
den. Gleichzeitig sollte die entwickelte Software WIAS High Temperature
Numerical Induction Heating Simulator ( WIAS-HiTNIHS) in enger Koope-
ration mit dem IKZ auf ihre Tauglichkeit hin sowohl durch Simulationsrech-
nungen als auch durch Experimente iiberpriift werden. Dazu wurde WIAS-
HiTNIHS in einer ersten Version am IKZ installiert und in Spezialfillen wur-
den Vergleichsrechnungen mit kommerzieller Software durchgefiihrt. Erfah-
rungen am IKZ und bei SiCrystal, Erlangen, mit kommerzieller als auch
mit prototypischer Software zeigen, dass eine nutzerfreundliche Bedienung
fiir den Einsatz in der Praxis unerlasslich ist. Es wurde daher in Absprache
mit den Anwendern begonnen, eine graphische Oberfliche (GUI) fiir WIAS-
HiTNIHS zu entwickeln sowie der zunéchst prototypisch entwickelten Soft-
ware eine groflere Flexibilitat zu geben, vor allem was die Geometrie- und
Materialverwaltung betrifft.

Die mathematischen Untersuchungen konzentrierten sich auf die Analysis des
Modells fiir die nichtlineare Wirmeleitung mit Strahlung und insbesondere
auf Fragen der Losbarkeit des aus dem benutzten Finite-Volumen-Verfahren
resultierenden diskreten Systems. Zum Ende der Projektlaufzeit wurden au-
Berdem kontrolltheoretische Fragen beziiglich der kontinuierlichen Gleichun-
gen betrachtet.

Wihrend der gesamten Projektlaufzeit wurden wiederholt Literaturrecher-
chen auf der Grundlage der Datenbanken INSPEC/Physics und MATHSCI
durchgefiihrt, um stets den Uberblick iiber fiir das Projekt relevante an an-
deren Stellen durchgefiihrte Forschung zu behalten.

1.4 Wissenschaftlicher und technischer Stand zu Be-
ginn des Vorhabens

Die modifizierte Lely-Methode hat sich bei vielen Herstellern als das bevor-
zugte Ziichtungsverfahren zur Erzeugung grofier SiC-Einkristalle erwiesen.
Als allgemeine Ubersichtsartikel seien [Kon95, Nis95] genannt. Fiir eine Uber-
sicht zum Stand der Modellierung und Simulation zu Beginn des Vorhabens
siehe [Rab96, PACT99]. Die Arbeiten [GHTC97, CVR199] berichten iiber die
Ziichtung von SiC-Einkristallen bei der US-Firma Cree. Eigene Vorarbeiten
des Antragstellers finden sich in [BKP199, KPSWO01b].



Bei der modifizierten Lely-Methode wird ein Graphittiegel per Induktions-
heizung auf Temperaturen bis zu 3000 K erhitzt. Im Innern des Tiegels befin-
det sich unter einer Argongasatmosphére (Inertgas) bei niedrigem Druck ein
Reaktor mit polykristallinem SiC-Pulver, welches in Folge der hohen Tem-
peraturen und des niedrigen Druckes sublimiert. Somit entsteht in der Re-
aktionskammer ein Gasgemisch bestehend aus Spezies wie z. B. Si, SiC und
SiCy. Zusammen mit dem Inertgas sind dies die vorherrschenden Gasvarian-
ten. Der SiC-Einkristall wéchst nun ausgehend von einem gekiihlten Keim in
die Ziichtungskammer (s. Abb. 1).
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der Ziichtungsapparatur geméif3f3
[PAC*99, Fig. 2].

Zum Stand der mathematischen Losungstheorie fiir das verwendete Modell
der nichtlinearen Wirmeleitung mit Strahlung siehe [Tii97a, Tii97b, Tii98];
einen umfassenden Uberblick zum Stand der mathematischen Theorie der
Finiten-Volumen-Methode vermittelt [EGHO0].



1.5 Zusammenarbeit mit anderen Stellen

Wie im Abschnitt 1.3 ausgefiihrt, erfolgte die Bearbeitung des Vorhabens in
enger Zusammenarbeit mit dem IKZ. Die Fortschritte und das weitere Vor-
gehen wurden in regelméfligen Treffen ca. einmal vierteljahrlich besprochen.
Besonders was die Anforderungen eines zukiinftig geplanten Einsatzes der
Software WIAS-HiTNIHS in der industriellen Praxis betrifft, erfolgte eine
Abstimmung mit der Firma SiCrystal AG, Erlangen.

Da die im Rahmen des Vorhabens entwickelte Software modular auf dem
Programmpaket pdelib aufbaut, und sich sowohl aus den Spezifikationen der
pdelib Anforderungen an die Projektsoftware ergaben wie auch umgekehrt,
erfolgte die Implementation in Zusammenarbeit und regelméfliger Absprache
mit den pdelib- und PARDISO-Entwicklern Dr. Fuhrmann, Dr. Langmach
und Dr. Gartner am WIAS-Berlin.

Die mathematischen und numerischen Untersuchungen der kontrolltheoreti-
schen Aspekte des Problems erfolgten in Zusammenarbeit mit der Gruppe
von Prof. Troltzsch am Fachbereich Mathematik der TU-Berlin.

2 Eingehende Darstellung

2.1 Ergebnisse des Vorhabens

2.1.1 Modellierung der Induktionsheizung: Korrekte Spannungs-
aufteilung auf die Spulenringe

Im Rahmen des Vorhabens wurde ein Induktionsheizungsmodell entwickelt,
um fiir eine zylindersymmetrische Geometrie unter der Annahme eines si-
nusformigen Wechselstromes, die Warmequellen in der Apparatur in Abhén-
gigkeit von eingespeistem Strom, Spannung oder Leistung zu bestimmen.
Die Benutzung einer zylindersymmetrischen Geometrie bedeutet, dass die
Heizungsspule durch N zylindrische Ringe ersetzt wird. Es wurde ein neues
Verfahren entwickelt, das sicherstellt, dass in jedem Spulenring der gleiche
Gesamtstrom flie3t. Dies ist wichtig, da die Ringe ja eine zusammenhéngende
dreidimensionale Spule représentieren sollen. Das folgende Modell wurde in
[KP02a] veroffentlicht.

Unter der Annahme, dass die Groflie @) eine zylindersymmetrische raumli-
che und eine sinusférmige zeitliche Abhéngigkeit aufweist, ldsst sie sich in
folgender Form schreiben:

Q(r, z,t) = Qo(r, 2) sin(wt + ¢(r, 2)) = Im (™' Q(r, 2)), (1)



wobei (r, z) Zylinderkoordinaten sind, und ¢ die Zeit, w die Kreisfrequenz, ¢
die Phasenverschiebung und Q die komplexe Darstellung von () bezeichnet.
Im Rest des Abschnittes bezeichnen fettgedruckte Symbole immer komplexe
Darstellungen.

Die Leistungsdichte pro Volumen der Warmequellen lésst sich aus der Strom-
dichte j berechnen:

_ (2P
- 20(r,2)’

wobei o die elektrische Leitfahigkeit bezeichnet.

p(r, 2) (2)

Sind die Spannungen v, k =1,..., N, in den Spulenringen gegeben, so gibt
es nach [CRS94, RS96] ein komplexwertiges magnetisches Skalarpotential ¢
so, dass (s. [RS96, Eq. (28)])

. {—iwagzﬁ + %% in jedem Ring, (3)

—iWwo o in allen anderen Leitern.

Das Potential ¢ ist bestimmt durch das System elliptischer partieller Differen-
tialgleichungen [RS96, (22), (29), und (30)] mit den Randbedingungen ¢ = 0
auf der Symmetrieachse » = 0 und [RS96, Eq. (19)] im Unendlichen. Die nu-
merischen Rechnungen in [KP03b] zeigen, dass es fiir unsere Zwecke geniigt,
[RS96, Eq. (19)] durch die einfachere Randbedingung ¢ = 0 in geniigend
grofler Entfernung von den Spulenringen zu ersetzen.

Das vollstdndige System fiir ¢ ist somit durch die folgenden Gleichungen
(4) gegeben, wobei wir [RS96, (22), (29), (30)] und ¢ = 0 durch Einfiihren
der Grofle ¢ := r - ¢ umformulieren, was sich als giinstig fiir die von uns
verwendete Finite-Volumen-Diskretisierung erwiesen hat:

—vdiv V—;b =0 in Nichtleitern, (4a)
r
—vdiv Ve + iwoy AL im k-ten Spulenring, (4b)
72 72 272
v :
—vdiv —2¢ + 1 w;ﬂ/} =0 in anderen Leitern, (4c)
r r

mit den Ubergangsbedingungen

<V rMateriall v [Materialg

7’2 V 1/} rMateriah) L4 ﬁMateriall - (T V ¢ rMaterialg) L4 ﬁMateriah
(4d)

auf Ubergingen zwischen Material; und Materialy, sowie mit der duBeren
Randbedingung
¢ [Auﬁenrand: 0. (46)
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v bezeichnet dabei den Kehrwert der magnetischen Permeabilitit, | be-
zeichnet die Einschrénkung auf das entsprechende Material, und 7iyaterial,
bezeichnet den dufleren Normalenvektor an das Material;.

Die Ubergangsbedingung (4d) gilt unter der Voraussetzung verschwindender
Oberflachenstrome. Weiterhin wird angenommen, dass ¢ (und daher auch )
im gesamten Gebiet stetig sind.

Ist 1) Losung des Systems (4), so berechnet sich der zugehorige Gesamtstrom
im k-ten Spulenring aus

Je(ve, ) = E/ 7 drdz —iw %drdz, (5)
27 Qe T Qp r

wobei () das zweidimensionale Gebiet bezeichnet, das zum k-ten Spulen-
ring gehort. Man kann nun ein gemeinsames Bestimmungssystem fiir ¢ und
vy aufschreiben, indem man (7) bzw. (9) mit (4) kombiniert, und zwar in
Abhéngigkeit davon, ob der Gesamtstrom oder die Gesamtspannung vorge-
geben werden soll. Eine Skalierung der Losung von (4) und (9) erlaubt es
dann auch die Gesamtleistung vorzugeben.

Vorgabe des Gesamtstromes: Der Gesamtstrom in jedem Ring muss mit
dem vorgegebenen Gesamtstrom

J(t) = Im(e™" J) (6)

iibereinstimmen. Somit miissen ¢ und die v das folgende Gleichungssystem
erfiillen:

J=jr(vi,y), ke{l,...,N} (7)
Vorgabe der Gesamtspannung: Soll die Gesamtspannung
v(t) = Im(e™" V) (8)
vorgegeben werden, so muss fiir ¢ und die v, gelten:

jk(Vk,@Z)) :jk;+1(Vk+1,¢), ke {17 ) N — 1}’ (98‘)

N
V=> w, (9D)
k=1

d. h., der Gesamtstrom ist in jedem Ring gleich (Gl. (9a)) und die Gesamt-
spannung ist die Summe der Ringspannungen (Gl. (9b)). Es sei angemerkt,
dass man, anstatt (4) und (9) zu lésen, auch (4) und (7) fiir einen Referenz-
strom l6sen und dann die gefundene Losung so skalieren kann, dass sie zur
gewiinschten vorgegebenen Spannung passt.



Vorgabe der Gesamtleistung. Es bezeichne (@D(l),vgl), e ,VE\})) eine Lo-

sung von (4) und (9). Dann ist fiir jedes A € R, (Ap™, Avi? . AvD) eine
Losung von (4) und (9), wobei V' durch AV ersetzt wurde. Diese skalierte
Losung gehort zur Gesamtleistung

A2V2 Re (jl(v§”, <1>))
2

PY = (10)

Um eine vorgegebene Gesamtleistung P zu erhalten, setze man also

1 2P

TV Re (il o)

Eine zur numerischen Losung giinstige Zerlegung

Da das System (4) linear ist, ldsst sich (4) plus entweder (7) oder (9) in
N + 1 (numerisch) einfachere Probleme zerlegen: N Referenzprobleme von
der Form (4) und ein weiteres Problem entweder von der Form (7) oder von

der Form (9).

Dazu wihle man eine beliebige Referenzspannung V. # 0. Das [-te Refe-
renzproblem P; ¢ besteht dann aus (4) mit

Viee  fir k=1,
Vi = V] kref -— ! 1}1" (12>
0 fir k # 1.

Wir bemerken, dass die Matrix M des diskreten linearen Problems, welches
sich fiir eine feste Diskretisierung im Ort ergibt, fiir jedes P, ,er identisch ist.
Somit muss die numerisch aufwendige Invertierung von M (rang(M)>10 000
ist in typischen Anwendungen nicht ungewthnlich) nur einmal durchgefiihrt
werden.

Sei nun ) et die Losung von Pj e und

. . Bt [ Zdrdz —iw [, @drdz fiir k = [,
Jikref = Jk(vl,lmrefa ¢l,ref) - r . g oYy ref s
_zwakT’drdz fiir k # 1.

(13)
Dann ist fiir beliebige komplexe Zahlen ¢; die Funktion
N
Y= ZCZ Y ref (14)
=1



eine Losung von (4) mit vi = c;Vier, und der zugehorige Gesamtstrom im
k-ten Ring ist durch

N
jk’(ck‘/;eﬁ 7/}) = Z C;- jl,k,ref- (15)

=1
gegeben. Es verbleibt, die Zahlen ¢; so zu bestimmen, dass (¢, vy,...,Vy)

eine Losung von (7) bzw. von (9) ist.

Vorgabe des Gesamtstromes: Das lineare Gleichungssystem fiir die ¢
lautet:

N
J = ZC[ 'jl’k’ref7 ke {1, . ,N} (16)
=1

Vorgabe der Gesamtspannung: Das lineare Gleichungssystem fiir die ¢,
lautet:

N N
> € ket = > € jikpier, K E€{L.. N—1}, (17a)

=1 I=1

N
V=> ¢ V. (17b)

I=1
Vorgabe der Gesamtleistung: Sei cgl), . .,cg\l,) die Losung von (17) mit

V = Vier. Um die Gesamtleistung P zu erhalten, skaliere man mit

1 2P

A= .
V;ef Re (Zf\; Cl(l) : jl,l,ref)

(18)

2.1.2 Modellierung der Phaseniiberginge und chemischen Reak-
tionen

Die Modellierung der Phaseniibergdnge und chemischen Reaktionen ist von
wesentlichem Interesse, um die Wachstumsrate des Kristalls, die Sublimati-
onsrate des Quellpulvers und die Verédnderungen der Tiegelwénde quantitativ
bestimmen zu konnen. Als eine erste Naherung kann man annehmen, dass der
Partialdruck psjc.gas des SiC-Gases auf der Kristalloberfliche mit dem ent-
sprechenden Gleichgewichtsdruck P%(Iristan iibereinstimmt und entsprechend
auf der Oberflache des SiC-Quellpulvers. Man beachte, dass diese Annahmen
bedeuten, dass das Wachstum durch den Massentransport durch die Gaspha-
se bestimmt ist, und der Einfluss der Wachstumskinetik vernachlassigt wird.
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Um den Einfluss der Wachstumskinetik zu beriicksichtigen, kann man den
Massenfluss zwischen Gas und Kristall aus der Hertz-Knudsen-Formel be-
stimmen:

1/2
SKristall MSiC

1
(2nRT)? (PSiC-Gas - Piristan> : (19)

jGas — Kristall =

Dabei ist skyistan € [0, 1] ein Anlagerungskoeffizient. Er gibt die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, dass ein Molekiil, das auf die Oberflache trifft, sich an dieser
anlagert. Weiterhin bezeichnet Mg die molare Masse von SiC (in kg/kmol)
und R ist die universelle Gaskonstante. Eine entsprechende Formel gilt auf
der Pulveroberfliche, wobei dort ein effektiver Anlagerungskoeffizient zu be-
nutzen ist, der beriicksichtigt, dass die Oberfliche zerkliiftet und poros ist.

Soll das Modell in der Lage sein, die beobachtete Graphitisierung des Quell-
pulvers zu beschreiben, so wird es notwendig, die Bestandteile des ,,SiC-
Gases® zu betrachten, d. h. Si, SiCs, SiyC, Sis, SiC, etc. Anstelle einer ein-
fachen Sublimation hat man es mit einer Mannigfaltigkeit von chemischen
Reaktionen zu tun, die an der Oberfliche ablaufen. Man hat dann keine
Gleichgewichtsdriicke fiir die verschiedenen Spezies mehr, sondern nur noch
Bezichungen zwischen den verschiedenen Partialdriicken im Gleichgewicht,
die sich aus dem Massenwirkungsgesetz der beteiligten Reaktionen ergeben.
Zum Beispiel ergibt sich fiir die Reaktionen

25iC — Si+SiCy, SiC+Si — SipC, SiC+Siy — SipC+Si,

an denen festes SiC und verschiedene Gasspezies beteiligt sind, dass tempe-
raturabhéngige Funktionen Ky, Ky und Kppp so existieren, dass fiir die Par-
tialdriicke in der Gasmischung, die mit dem SiC-Kristall im Gleichgewicht
steht, gilt:

DPsi Dsi,C Psi
psi psic, = Ki(T), LEASHE Ku(T), £5uC T8 _ Km(T).
Dsi Dsi,

2.1.3 Mathematische Untersuchung des Finite-Volumen-Verfah-
rens

Bevor wir im folgenden Abschnitt 2.1.4 Ergebnisse numerischer Simulationen
der Temperaturfeldentwicklung im Ziichtungstiegel vorstellen, gehen wir im
vorliegenden Abschnitt auf die mathematische Untersuchung des fiir die Nu-
merik verwendeten Finite-Volumen-Verfahrens ein. Die im Abschnitt 2.1.4
beschriebenen Annahmen fithren auf das gekoppelte System partieller Diffe-
rentialgleichungen

0¢;(T, x)

o~ v (m(T)VT) = fi(T,t,2) = 0 (20)
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fiir die gesuchte stetige Temperatur T'. Jede der Gleichungen (20) wird dabei
auf einem Raum-Zeit-Zylinder [0,t¢] x Q; betrachtet, wobei §; ein zweidi-
mensionales Polytop ist (d. h. eine beschrankte polyedrische Menge), das ent-
weder das Gebiet einer Festkérperkomponente der Ziichtungsapparatur oder
das Gebiet der Gasphase repréasentiert. Wir beschreiben nun die Diskretisie-
rung des Systems und geben das in [Phi03] bewiesene diskrete Existenz- und
Eindeutigkeitsresultat an. Dabei beschréanken wir uns hier der Einfachheit
halber auf stetige Ubergangsbedingungen fiir die Temperatur und fiir den
Wiérmefluss sowie auf die &uflere Randbedingung

_(RAVTE ¢ il = 5 ( (Tt)* — Tf‘g) , (21)

wobei 0 = 5.6696 - 1078 m¥¥<4 die Boltzmann-Strahlungskonstante und €/’ die
(temperaturabhéngige) Emissivitat der Oberflache ist. Die Bedingung (21)
bedeutet, dass sich die Umgebung der Ziichtungsapparatur wie ein schwarzer
Korper verhilt, der mit Raumtemperatur Ty = 293 K abstrahlt (dies ist z.

B. fiir einen groen isothermen Umgebungsraum der Fall).

Fiir allgemeinere Situationen wie nichtlokale und unstetige Ubergangs- und
Randbedingungen sowie konvektive Beitrige verweisen wir auf [Phi03] und

[KP03a).

Fiir die Diskretisierung in der Zeit benutzen wir ein implizites Euler-Schema
in den diskreten Zeiten 0 = ¢y, < --- < ty = t;, N € N. Zur spiteren
Verwendung setzten wir noch k,, :=t, —t,_1, A :=max{k,: n=1,...,N}.
Das Raumgebiet Q := ;§; wird in geniigend gutartige Kontrollvolumina
zerlegt. Dazu kann man zum Beispiel wie folgt vorgehen: Man betrachte
eine eingeschrinkte Delaunay-Triangulierung der konvexen Hiille €2, von ).
Eine solche Triangulierung besteht aus Dreiecken so, dass die Summe zweier
Winkel, die der selben Kante gegeniiberliegen héchstens 180° betrédgt und so,
dass Winkel, die dufleren oder inneren Réandern gegeniiberliegen nie mehr als
90° betragen (s. Abb. 2). Weiterhin muss jeder innere Rand in Dreiecksseiten
zerlegt werden (s. [She96] fiir weitere Informationen iiber zweidimensionale
Delaunay-Triangulierungen).

Ist V die (endliche) Menge von Ecken einer eingeschriankten Delaunay-Tri-
angulierung, so heifit fiir jedes v € V

wyi={zep: ||z —v|s <[z —w|s, fir jedesw e V\{v}}  (22)

die Voronoi-Zelle mit Zentrum v. Fiir jedes j und jedes v € V setze wj, =
wy N €. Dann ist fiir alle j die gesuchte Zerlegung von 2; in Kontrollvolu-
mina wj, gegeben durch Q; = Uuevj wjp mit V; := V N Q;. Definieren wir
noch Vo := V N, so sind wir in der Lage, das Finite-Volumen-Schema zur
Bestimmung der Temperatur zu formulieren: Gesucht ist eine nichtnegative
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Abbildung 2: Die in (a) dargestellte Situation verletzt die eingeschrinkte
Delaunay-Bedingung, da o > 90°. In (b) gilt @ = 110° und g = 60°, d.
h., die eingeschrinkte Delaunay-Bedingung ist genau dann verletzt, wenn
die gestrichelte Linie nicht nur eine gemeinsame Kante zweier Dreiecke, son-
dern auch einen Ubergang zwischen zwei verschiedenen Gebieten 25, und Q;,
darstellt.

Losung (fo, o ,fN), fn = (Th.v)vevy, von

T(),U = TR (U € VQ), (23&)

Hpo(To1, Th) = 0 (veVa, ne{l,....n}), (23b)
wobei fir jedes n € {1,...,n} gilt:
Hoo(Tom1, Ty)
=k ! Z (6j(Thwsv) = £5(The1,0,0)) - r - Aa(wjo)
J

Z K/j(ﬂl,’l}) “ U, + /fj(jn,w) Wy jn,w jn,v )\1 (w N w.s )
§ J,v J,w
J

wenb; (v) 2 Hv_sz

+ Z 0 e(Thw) - (T, — TR) - vy - A1 (Qw;, N ONQ)
J

= (Tt 0) - 0 - Aa(wjo)- (24)
J

Dabei bezeichnen Ay und A; in (24) zwei- bzw. eindimensionales Lebesgue-
MaB und nb;(v) = {w € V; \ {v} : M(wj, Nw;w) # 0} ist die Menge
der j-Nachbarn von v. Das Auftauchen von v, und w, in (24) liegt an der
Verwendung von Zylinderkoordinaten, wobei v = (v,, v,), w = (w,, w,).

Theorem 1. Es gelten die Annahmen (i) — (iv):
(Z) €j > 0, Rj > O, €5 > 0, f(O,t,x) > 0.
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(i1) €;(-,x) ist monoton steigend, und es gibt L > 0 so, dass |e(T,x) —

e(T,x)| > L|T — T fir alle x € ;.
(111) kj, €; und f; sind lokal Lipschitz in ihrer T-Abhdngigket.

(w) f; ist nach oben beschrdankt.

Dann gibt es ein von der Zeitdiskretisierung unabhdngiges M > 0 und ein Ay,
so, dass fir alle A < Ay das Finite-Volumen-Schema (23) eine eindeutige

Léosung (Ty, ..., Ty) € ([0, ]\4]‘/“)NJrl hat.

Proof. Siehe [Phi03, Theorem 3.8.35], wo Theorem 1 in allgemeinerem Zu-
sammenhang bewiesen wurde. O]

2.1.4 Numerische Simulation zeitabhingiger Phinomene wihrend
des Wirmetransportes

Allgemeine Rahmenbedingungen

Im Folgenden stellen wir Ergebnisse numerischer Simulationen vor, die Auf-
schliisse iiber fiir die Sublimationsziichtung wichtige zeitabhéngige Phéno-
mene geben. Alle hier betrachteten Simulationen wurden fiir die Apparatur
[PACT99, Fig. 2] (s. Abb. 1) durchgefiihrt. Der zylindersymmetrische Tiegel
hat einen Radius von 8.4 cm und eine Hohe von 25 cm. Er befindet sich
innerhalb von fiinf hohlen, rechteckig geformten Induktionsspulenringen. Die
genauen Abmessungen der Spulenringe sind in Abb. 3 dargestellt. Es wird
angenommen, dass alle betrachteten physikalischen Groflen von der Winkel-
koordinate unabhéngig sind.

In den Simulationen wird die vereinfachende Annahme gemacht, dass die
auftretenden Festkorper homogen und frei von Verunreinigungen sind. Die
verwendeten Materialdaten finden sich in den Anhéngen von [KPSWO01b] und
[Phi03].

Weiterhin nehmen wir an, dass die Gasphase nur aus Argon besteht, was
zuléssig ist, solange man lediglich die Evolution des Temperaturfeldes berech-
nen mochte. Da wir hier keine konvektiven Beitrége betrachten (s. [KPSWO01b]
fiir Rechnungen mit konvektiven Beitridgen), haben die Energiebilanzen in
Gas und Festkorpern die Form (20). Die Temperatur wird im gesamten
Raumgebiet als stetig betrachtet.

Die Diskretisierung erfolgt geméafl dem in Abschnitt 2.1.3 beschriebenen Fi-
niten-Volumen-Verfahren, wobei durch die nichtlokalen Strahlungsoperato-
ren zusétzliche Terme auftreten. Das resultierende nichtlineare diskrete Sy-
stem wird mit einem Newton-Verfahren gelost. Die Berechnung der Sichtbar-
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Abbildung 3: Abmessungen der Induktionsspulenringe.

keitsfaktoren basiert auf der in [DNR*90] dargestellten Methode und ist in
[KPSWO1b, Sec. 4] néher erldutert.

Die fiir die Induktionsheizung benutzte Kreisfrequenz ist w = 27 f mit f = 10
kHz. Die Heizleistung wird geméf folgender linearer Rampe vorgegeben:
Boax ot fiir 0 < t < tg,
P(t) =4 '® - (25)
Poae  fiir t > tg,

wobei tg = 2 h. Weiterhin gilt P,.. = 7 kW, auBler fiir die in Abb. 5
dargestellten Simulationen. Die Verteilung der Warmequellen wird in jedem
Zeitschritt des zeitabhingigen Temperaturproblems neu berechnet, um die
zeitabhéngige Natur der vorgegebenen Heizleistung sowie die Temperatu-
rabhéngigkeit der elektrischen Leitfihigkeit zu berticksichtigen.

Jede der Simulationen startet bei Tg = 293 K und berechnet die Tempera-
turevolution in der Ziichtungsapparatur.

Die Simulationen wurden alle mit der im Rahmen des Projektes entwickelten
Software WIAS High Temperature Numerical Induction Heating Simulator
(WIAS-HiTNIHS), durchgefiihrt.
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Temperaturdifferenzen

In einer Folge von numerischen Experimenten untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen den Temperaturdifferenzen Ty, := Thottom — Ttop und
Tss = Tsource — Tscea (S. Abb. 1): Wir betrachten zwei verschiedene Spulen-
positionen sowie fiir die untere von beiden drei verschiedene Werte von P .y
(vgl. (25)). Die Beziehung zwischen T} und Ty ist von Bedeutung, da sich
Thottom und Tio, wihrend der physikalischen Wachstumsexperimente messen
lasst, und dann T}, oft als Indikator fiir T, verwendet wird, welches die fiir
den Ziichtungsprozess eigentlich wichtige Differenz ist, die jedoch nicht direkt
gemessen werden kann.

Fiir die zwei Simulationen mit P.., = 7 kW sind die jeweiligen Ergebnisse
fiir die Evolution von T bzw. Ty in Abb. 4 dargestellt. In Abb. 4(a) ist
die Spule in der oberen Position, d. h. zwischen den vertikalen Koordinaten
z =2 cm und z = 16 cm, wihrend sie in Abb. 4(b) in der unteren Position
ist, d. h. zwischen z = 0 cm und z = 14 cm.

Abbildung 4 zeigt, dass die zeitliche Entwicklung von Ty fiir beide Spulen-
positionen fast identisch ist, wiahrend sich das Verhalten von T erheblich
verandert. In keinem der Félle ist Ty ein geeigneter Indikator fiir Ty bevor
die Rechnungen ihren quasistationéren Endzustand erreicht haben. Was je-
doch von besonderer Bedeutung ist, ist das Ergebnis, dass Ty, und Ty, selbst
im Endzustand nur fiir die untere Spulenposition von vergleichbarer Gréfien-
ordnung sind. In Abb. 4(a) stimmen hingegen nicht einmal die Vorzeichen
von Ty und Ti, im Endzustand iiberein.

Es zeigt sich weiterhin, dass die gute Ubereinstimmung von Ty und Ty im
Endzustand von Abb. 4(b) lediglich ein Zufall darstellt, da sie fiir andere
Werte von P,.. wieder verschwindet: Abbildung 5 zeigt, dass fiir die selbe
Spulenposition wie in Abb. 4(b) und mit Ppax = 5.5 kW, Ty, im Endzustand
fast dreimal so grof} ist wie Ty (Abb. 5(a)), wihrend Ti und Ty im Endzu-
stand fiir P = 8.5 kW sogar wieder verschiedene Vorzeichen haben (Abb.
5(b)).

Die Simulationen zeigen, dass fiir die betrachtete Konfiguration, im Allge-
meinen kein einfacher Zusammenhang zwischen T, und T,y besteht. Obwohl
die Situation fiir andere Konfigurationen besser sein mag, muss im Einzel-
fall tiberpriift werden (z. B. durch numerische Simulation), ob sich T} als
sinnvoller Indikator fiir Ty, verwenden lasst.

Aufheizung des SiC-Quellpulvers

In zwei numerischen Experimenten untersuchen wir die zeitliche Entwicklung
der Temperatur im Zentrum des SiC-Quellpulvers im Vergleich mit der
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Abbildung 4: Die zeitliche Entwicklung der Temperaturdifferenzen Tyott0m —
Tiop und Touree — T seea Wird fiir zwei verschiedene Spulenpositionen gegeniiber-
gestellt, deren Lage am linken Rand angegeben ist. Die Lage der Punkte fiir
Thottoms Ttops Tsource UNd Teeq lésst sich aus Abb. 1 ablesen. Die Heizleistung
steigt linear gemaf (25) mit Ppax = 7 kW.
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Evolution von Tiop, Thottom UNd Tiource (vgl. Abb. 1). Wir betrachten zwei
verschiedene Mengen von Quellpulver. Im Vergleich zur in Abb. 6(a) darge-
stellten Rechnung, ist die Menge in Abb. 6(b) verfiinffacht.

(a) Tbottom - ,Ttop

100 - 4 1 100 -

(b) Tbottom - T;;op

-100 - 1 -100 -

-200 -

Tsource - Tseed 1 T Tsource - Eeed

-300

300 . . . . . . . . . . . .
0 2000 4000 6000  tramp 10000 12000 t[s] 0 2000 4000 6000  tramp 10000 12000

Abbildung 5: Wie in Abb. 4(b) ist fiir numerische Experimente, die die untere
Spulenposition benutzen, die Evolution der Temperaturdifferenzen T},ottom —
Tiop und Tiource — Treea dargestellt. Im Unterschied zu Abb. 4(b) ist Ppax =
5.5 kW in Abb. 5(a) und Pya, = 8.5 kW in Abb. 5(b).

Fiir die im Folgenden dargestellten Simulationen wurde die untere Spulen-
position aus Abb. 4(b) verwendet. Wir bemerken, dass wir entsprechende
Resultate auch fiir die obere Spulenposition aus Abb. 4(a) erzielt haben.

Aus Abb. 6 lédsst sich erkennen, dass fiir die betrachtete Konfiguration die
Temperatur im Innern des Pulvers gegeniiber der Temperatur in der restli-
chen Apparatur nachzieht. Wéhrend sich die Evolution von T}y, Thottom und
Tiource als nahezu von der Pulvermenge unabhéngig erweist, ist das Aufheizen
der Pulvermitte in Abb. 6(b) deutlich starker verzogert.

Um Verunreinigungen aus dem Pulver auszuheizen, wird das System iibli-
cherweise eine bestimmte Zeit bei niedrigem Druck auf einer Temperatur
von ca. 1200 K gehalten. Tabelle 1 zeigt, dass, wahrend die Zeitverzégerung
zwischen dem Erreichen von 1200 K bei Tiop, und bei Tingource fiir die geringere
Pulvermenge lediglich 5 Minuten betrégt, die entsprechende Verzogerung im
Falle der grofleren Pulvermenge bereits 1.5 Stunden betrégt. In Abhéngigkeit
von der geometrischen Konfiguration des Systems kann es somit von grofler
Bedeutung sein, diese Zeitverzogerung beim Ausheizen der Verunreinigungen
zu beriicksichtigen.
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Abbildung 6: Die zeitliche Entwicklung von Ti,source Wird den Evolutionen
von Tiop, Thottom UNd Tgouree fiir zwei verschiedene Pulvermengen gegeniiber-
gestellt. Dabei ist die Pulvermenge in (b) gegeniiber (a) verfiinffacht. Die
Lage von Tiop, Thottom UNd Tsouce ist in Abb. 1 eingezeichnet. Die Heizlei-

stung steigt linear geméf (25) mit Py.x = 7 kW.
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1 = t(Trop = 1200 K) | to := t(Tinsource = 1200 K) | (t2 — 1)
[min] [min] [min]
Abb. 6(a) 70 75 5
Abb. 6(b) 63 155 92

Tabelle 1: Zeitverzogerung zwischen dem Erreichen von 1200 K bei T, und
bei Tinsource fir die in Abb. 6 betrachteten numerischen Experimente.

2.1.5 Numerische Optimierung und Kontrolltheorie des Tempe-
raturfeldes

In der Arbeit [MPO03] werden fiir das stationdre Warmetransportproblem
in der Ziichtungsanlage mit der Software WIAS-HiTNIHS numerische Opti-
mierungsrechnungen nach dem Nelder-Mead-Verfahren durchgefiihrt. Dabei
werden Kostenfunktionale minimiert, indem die Kontrollparameter Frequenz
f und Leistung P der Induktionsheizung sowie die vertikale Position 2z,
der Heizungsspule variiert werden. Die Kostenfunktionale sind dabei ent-
weder die L*°-Norm des radialen Temperaturgradienten auf der Oberfléche
des SiC-Einkristalles, die L?-Norm F, 5 dieses Gradienten oder F,, minus
die L?>-Norm F, 5 des vertikalen Temperaturgradienten zwischen SiC-Quelle
und -Keim. Die Optimierung erfolgt dabei unter Nebenbedingungen fiir den
bendtigten Temperaturunterschied zwischen Quelle und Keim sowie fiir die
zuldssigen Temperaturbereiche an der Kristalloberfliche und im gesamten
Ziichtungsapparat.

In mehreren Serien numerischer Nelder-Mead-Rechnungen zur Bestimmung
von (P, z;im) haben wir bei festem f die Abhéngigkeit der Losung von den
Anfangswerten untersucht. Weiterhin haben wir die Abhéngigkeit der Ko-
stenfunktionale von (P, z,y,) untersucht sowie den Einfluss der Zustands-
beschriankungen. Dazu wurden P und z,, systematisch variiert und T =
T(f, P, zim) sowie die Werte der Kostenfunktionale numerisch berechnet (s.
Abb. 7).

In Serien von 27 dreidimensionalen Nelder-Mead-Rechnungen haben wir fiir
die beschriebenen Kostenfunktionale ebenfalls die Abhéngigkeit der Losung
(f, P, zim) von den Anfangswerten untersucht. Die Ergebnisse zweier solcher
Serien sind in Abb. 8 dargestellt.

Der Einfluss der Minimierung von F,.5(T") bzw. von 1 F,o(T) — 1 F. »(T) auf
das Temperaturfeld zwischen SiC-Pulver und -Kristall ist in Abb. 9 darge-
stellt: Die Losung in (a) gehort zu einer generischen, unoptimierten Situation,
wéhrend in (b) und (c) die in Abb. 8 markierten Losungen der dreidimen-
sionalen Nelder-Mead-Rechnungen der Minimierungen von F, »(7") bzw. von
2 Fr2(T) — 3 F. o(T) présentiert werden.
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Abbildung 7: Numerisch berechnete Hohenlinien der Funktionale F, 5 (links)
und %]—}72 — %fz’g (rechts), eingeschrinkt auf den Teil der (P, zyny)-Ebene,
wo die Nebenbedingungen erfiillt sind. Ein Stern markiert in den Abbildun-
gen die Stelle, an der der kleinste Wert des Kostenfunktionals eintritt. Die
Punkte auf dem unteren Rand des zuldssigen Bereichs bezeichnen die Ergeb-
nisse von neun zweidimensionalen Nelder-Mead-Rechnungen (f = 10 kHz
festgehalten).

Die Ergebnisse der Optimierungsrechnungen zeigen, dass der minimale radia-
le Temperaturgradient auf der Kristalloberfliche fiir die minimale zuléssige
Temperatur an der Kristalloberfliche auftritt, wahrend der maximale verti-
kale Temperaturgradient zwischen Quelle und Keim zu einer niedrigen Spu-
lenposition gehort.

In [MPT04] wird fiir eine vereinfachte semilineare Wiarmetransportgleichung
ein steuerbeschrinktes Optimalsteuerproblem fiir die Optimierung des Tem-
peraturgradienten mathematisch untersucht, wobei die strahlungsbedingten
nichtlokalen Ubergangsbedingungen zwischen Gas und Festkorpern beriick-
sichtigt werden. Aufbauend auf einem Minimumprinzip fiir die semilineare
Gleichung sowie L*°-Schranken fiir die schwache Losung werden die Existenz
einer optimalen Losung ebenso bewiesen wie notwendige Optimalitéitsbedin-
gungen.

2.2 Nutzen und Verwertbarkeit der Ergebnisse

Die im Rahmen des Projektes entwickelte Software WIAS-HiTNIHS wird am
IKZ bereits zur Unterstiitzung der experimentellen Ziichtung eingesetzt. Am
IKZ durchgefiihrte Vergleiche zwischen stationdren Rechnungen mit WIAS-
HiTNIHS, kommerzieller Software wie FIDAP und Mazwell-2D sowie physi-
kalischen Experimenten verifizierten die Zuverlassigkeit von WIAS-HiTNIHS.
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Abbildung 8: Ergebnisse (P, zm, f) zweier Serien von dreidimensionalen
Nelder-Mead-Rechnungen mit einer Farbdarstellung der zugehdrigen Wer-
te der Kostenfunktionale F, o (links) und %]—}72 — %.7:2,2 (rechts). Der grofle
Punkt in den Abbildungen gehort zu dem jeweils kleinsten Wert des betrach-
teten Kostenfunktionals.

Dabei zeigten sich effizienzbedingte Vorteile von WIAS-HiTNIHS gegeniiber
den kommerziellen Programmen.

Der Hauptvorteil von WIAS-HiTNIHS gegeniiber existierender Software liegt
in der Moglichkeit zeitabhdngige Simulationen durchzufiithren. Von Seiten der
Experimentatoren des IKZ wird die M6glichkeit der numerischen Simulation
der Einfliisse zeitabhéngiger Variationen der Heizleistung, des Drucks und der
Position der Heizspule sowohl wéahrend der Autheiz- als auch wahrend der
Ziichtungsphase als besonders wichtig erachtet. Aus diesen Griinden wird der
am WIAS verfolgte Ansatz der zeitabhéngigen Modellierung und Simulation
als vorteilhaft gegeniiber stationdren Modellvarianten angesehen.

In Ergénzung zu existierenden stationdren Simulationsprogrammen wird den
Herstellern von SiC-Volumenkristallen durch WIAS-HiTNIHS ein wichtiges
Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt, um computergestiitzte Parameter- und
Geometriestudien durchzufithren und die Ziichtung begiinstigende Voraus-
wahlen fiir physikalische Ziichtungsexperimente zu treffen.

Um die industrielle Nutzung von WIAS-HiTNIHS vorzubereiten, wird in
enger Zusammenarbeit im dem IKZ und in Abstimmung mit SiCrystal, Er-
langen, die Benutzerfreundlichkeit und Flexibilitiat von WIAS-HiTNIHS an-
hand der Bediirfnisse der Anwender weiter verbessert. Dies gilt insbesondere
fiir die im Rahmen des Projektes entwickelte graphische Benutzeroberflédche
sowie die Material- und Geometrieverwaltung. Eine industriell einsetzbare
Version von WIAS-HiTNIHS soll bis Mitte 2005 erstellt werden; das WIAS
hat dazu SiCrystal, Erlangen, ein entsprechendes Angebot unterbreitet. Die
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(a): T(f = 10.0 kHz, P = 10.0 kW, 24y = 24.0 cm)

\ 3042 K

(b): T'(f = 165 kHz, P = 7.98 kW, 24y, = 22.7 cm)

\\ 2334 K

(c): T(f = 84.9 kHz, P = 10.3 kW, 2, = 12.9 cm)

2364 K

Abbildung 9: Die stationire Losung des Temperaturfeldes T'(f, P, zyim) wird
innerhalb der Gasphase zwischen SiC-Quelle und -Keim dargestellt und zwar
fitr drei Werte von (f, P, zyim): () ist eine generische, unoptimierte Situation;
(b) und (c) zeigen Ergebnisse von Nelder-Mead-Optimierungen, wobei F; o
in (b) und Jo5 = %.7-},2 — %.7-"272 in (¢) minimiert wurden. In jedem Bild
ist der Abstand zwischen benachbarten Isothermen 5 K, welche so gewéhlt
wurden, dass eine Isotherme immer durch die untere duflere Ecke des Kristalls

verlauft.
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Ziichtung von SiC-Volumenkristallen wird in Deutschland derzeit von der
SiCrystal AG kommerziell betrieben. SiCrystal wird somit als ein potentieller
Interessent fiir die am WIAS entwickelte Simulationssoftware gesehen.

Wenn der Einsatz von WIAS-HiTNIHS dazu beitragt, dass die am IKZ bzw.
die von SiCrystal geziichteten SiC-Kristalle in Qualitdt und Grofle mit denen
der auslédndischen Konkurrenz am Markt konkurrieren kénnen, so ergébe sich
ein hoher indirekter wirtschaftlicher Nutzen fiir die deutsche Industrie.

Einen weiteren Vorteil von WIAS-HiTNIHS sehen wir in der zukiinftigen
Moglichkeit, die Software auf Parallelrechnern einzusetzen. Diese Moglichkeit
ergibt sich dadurch, dass das am WIAS entwickelte Programmpaket pdelib,
auf dem WIAS-HiTNIHS basiert, in der kurz vor dem Release stehenden

Version pdelib-2 den Einsatz auf Parallelrechnern ermoglichen wird.

Die kontrolltheoretischen Aspekte des Projektes (s. Abschnitt 2.1.5) werden
zur Zeit in Zusammenarbeit mit der Gruppe von Prof. Troltzsch am Fachbe-
reich Mathematik der TU-Berlin im Rahmen des DFG-Forschungszentrums
Mathematik fir Schlisseltechnologien im Projekt C9 Numerical Simulation
and Control of Sublimation Growth of SiC Bulk Single Crystals weiter unter-
sucht. Dieses Projekt baut nicht nur wissenschaftlich nahtlos auf den Ergeb-
nissen des hier abschliefflend beschriebenen Vorhabens auf, sondern kann auch
unmittelbar von den im Rahmen des Vorhabens gewonnenen Erfahrungen zur
interdisziplindren Zusammenarbeit zwischen Modellierern, Numerikern und
Experimentatoren, profitieren.

Dabei wurden bereits mathematische Resultate erzielt, deren Anwendung
naturgeméfl nicht auf den Bereich der SiC-Ziichtung beschriankt ist. Exem-
plarisch genannt seien hier notwendige und hinreichende Optimalitétsbedin-
gungen fiir nichtlineare elliptische und parabolische partielle Differentialglei-
chungen mit nichtlokalen Ubergangsbedingungen wie sie beim Wirmetrans-
port durch Strahlung auftreten. Diese Ergebnisse werden 2004 und 2005 zur
Veroffentlichung in Fachzeitschriften eingereicht.

Im Zusammenhang mit der kontrolltheoretischen Forschung des DFG-For-
schungszentrumsprojektes C9 wird die Moglichkeit der stationédren und zeit-
abhéngigen Optimierung von Steuergréfien in WIAS-HiTNIHS integriert,
was auch nach Ansicht der Ziichter am IKZ und bei SiCrystal einen weite-
ren erheblichen Fortschritt beziiglich des Anwendungsbereiches der Software
darstellen wird.

Die wéhrend des Vorhabens durchgefiihrten mathematischen Untersuchun-
gen zur Losbarkeit und Konvergenz der betrachteten Finite-Volumen-Dis-
kretisierungen von gekoppelten nichtlinearen Wérmeleitungsgleichungen mit
springenden Koeffizienten und nichtlokalen Randbedingungen sind in ih-
rer Anwendbarkeit nicht auf das spezielle Modell der Sublimationsziichtung
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beschrinkt, sondern dienen der mathematischen Absicherung von Finite-
Volumen-Verfahren insgesamt.

2.3 Fortschritt bei anderen Stellen

Die Probleme der Herstellung grofler SiC-Einkristalle mit geringer Defekt-
dichte blieben wéhrend der Laufzeit des Vorhabens weltweit im Blickpunkt
der aktuellen Forschung. Zahlreiche experimentelle und theoretische Veroffent
lichungen der letzten Jahre beschéftigen sich mit diesem Gebiet.

Fortschritte bei der experimentellen Ziichtung werden in [MGH*01, OFK*02]
beschrieben.

Neue Arbeiten zu Modellierung und Simulation der SiC-Sublimationsziich-
tung sind [KKZt00, SKM*00, SVK*00, MZPD02, MZHS03].

Die Arbeit [KDK™01] betrachtet die numerische Losung eines endlichdimen-
sionalen Shape-Design-Problems fiir eine SiC-Ziichtungsapparatur.

Neue mathematische Ergebnisse zur Existenz und Eindeutigkeit schwacher
Losungen von Wirmeleitungsgleichungen mit Strahlung finden sich in [LTO01,

MVO01].

Diskrete Existenzresultate fiir Finite-Volumen-Diskretisierungen von nichtli-
nearen Evolutionsgleichungen wurden in [FLO1] erzielt.

2.4 Publikationen und Vortrige
2.4.1 Publikationen nach Nr. 6

Die Publikation der Ergebnisse des Vorhabens nach Nr. 6 erfolgte in der
Dissertation von Dr. Philip [Phi03] sowie in einer Reihe von Aufsétzen in

referierten Fachzeitschriften: In Interfaces and Free Boundaries: [KPS04],
im Journal of Crystal Growth: [KP03b, KP03c|, in IEEE Transactions on
Magnetics: [KP02a].

Weitere eingereichte Arbeiten, die sich noch in der Begutachtungsphase be-
finden sind [KP03a, MP03].

2.4.2 Weitere schriftliche Publikationen

Aus dem Vorhaben ergaben sich als Beitrage zu Sammelwerken die Arbeiten
[KP02b, SKPWO03|.

In den Jahresforschungsberichten der Jahre 2000 — 2002 des WIAS finden
sich die Projektbeitrage [KPSW00, KPSWO01a, KPSS02].
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2.4.3 Poster

1. Numerical Simulation and Control of SiC' Bulk Single Crystal Grow-
th, BMBF-Statusseminar ,,Neue Mathematische Verfahren in Industrie
und Dienstleistungen, Frankfurt am Main, 11. — 12. Dezember, 2000.

2. Modeling and Numerical Simulation of Induction Heating of Crucibles
for Sublimation Growth of SiC, ISIMM Tagung ,,Continuum Mechanics
& Thermodynamics®, Potsdam, 30. Juli 30 — 3. August, 2001.

3. Modeling and Numerical Simulation of Induction Heating of Crucibles
for Sublimation Growth of SiC, WE-HERAEUS-FERIENKURS ,,SiC
and GaN — Materials for Power- and Opto-Electronics®, Cottbus, 3. —
14. September 2001.

4. Induction Heating During SiC' Growth by PV'T: Aspects of Azisymme-
tric Sinusoidal Modeling, 10-th International IGTE Symposium ,,Nu-
merical Field Calculation in Electrical Engineering®, 16. — 18. Septem-
ber, 2002.

5. Numerical Simulation and Control of SiC Bulk Single Crystal Grow-
th, BMBF-Statusseminar ,,Neue Mathematische Verfahren in Industrie
und Dienstleistungen®, Ludwigshaven, 16. — 17. Dezember, 2002.

6. Optimalsteuerung bet der Herstellung von SiC-Finkristallen, Veranstal-
tung ,Mathlnside — iiberall ist Mathematik®, Tag der Offenen Tiir,
Urania Berlin, 13. September, 2003.

2.4.4 Konferenzvortrige
Plenarvortrag

1. J. SPREKELS, Modeling and simulation of the sublimation growth of
SiC bulk single crystals, Workshop Interphase 2003: ,Numerical Me-
thods for Free Boundary Problems®, Newton Institute, Cambridge, 15.
April, 2003.

Weitere Konferenzvortrige

1. P. PHILIP, Transient Numerical Simulation of Sublimation Growth of
SiC Single Crystals, Workshop ,,Optimal Control of Complex Dynamic
Structures®, Oberwolfach, 5. Juni, 2000.
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2. P. PHiLip, Numerical Simulation of SiC' Bulk Single Crystal Growth by
Sublimation, dgkk Workshop ,, Applied Simulation in Crystal Growth®,
Aufsef3, 14. Februar, 2001.

3. P. PHILIP, Stationdre und instationdre Simulation, WE-HERAEUS-
FERIENKURS ,,SiC and GaN - Materials for Power- and Opto-Elec-
tronics®, Cottbus, 3. — 14. September 2001.

4. P. Puitip, WIAS-HiTNIHS - Transient Simulation with the High Tem-
perature Numerical Induction Heating Simulator, 2. dgkk Workshop
»Applied Simulation in Crystal Growth“, Memmelsdorf, 10. Oktober,
2002.

5. O. KLEIN, Surface movements during the sublimation growth of silicon
carbide single crystals, Workshop ,, Interfaces and Singularity Pertur-
bed Interface Evolutions“, Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den
Naturwissenschaften, Leipzig, 29. November, 2002.

6. P. PaiLip, Towards Optimal Control of Sublimation Growth of SiC
Bulk Single Crystals, Minisymposium ,,Inverse Problems in Material
Science“ auf der Tagung , Applied Inverse Problems: Theoretical and
Computational Aspects”, Lake Arrowhead, CA, USA, 20. Mai, 2003.

2.4.5 Offentlicher Vortrag

1. D. SicHE, P. PHILIP, Silictumcarbid - ein Material mit Tradition und
Zukunft, Urania Berlin, 24. Januar, 2002.

2.4.6 Seminarvortrige

1. D. ScuuLz, K. BOTTCHER, P. PHILIP, Erste Ergebnisse aus Simula-
tionen mit Mazwell/FIDAP und WIAS-HiTNIHS: Vergleich mit Ezpe-
riment, Seminar ,, Numerische Modellierung®, IKZ Berlin, 29. Oktober,
2002.

2. P. PHILIP, Produktion bei 3000 Grad mit kiihlem Kopf optimieren,
Erofinungsveranstaltung des DFG-Forschungszentrums ,,Mathematik
fiir Schliisseltechnologien®, 20. November 2002.

3. P. PHiLip, Transient Numerical Simulation of Sublimation Growth of
S1C Bulk Single Crystals. Modeling, Finite Volume Method, Results,
Verteidigung der Dissertation, Humboldt Universitéit zu Berlin, 3. Fe-
bruar 2003.
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1 Beitrag zu forderpolitischen Zielen des For-
derprogramms

Im Rahmen des Vorhabens, welches sich in den Forderschwerpunkt Einsatz
neuer mathematischer Methoden zur Verbesserung von Produktionsprozessen
und Produkten einordnet, wurde am WIAS die Software WIAS-HiTNIHS zur
zeitabhéngigen numerischen Simulation der Ziichtung von SiC-Einkristallen
aus der Gasphase nach der modifizierten Lely-Methode entwickelt, die es er-
laubt, Parameter- und Geometriestudien zur Ziichtungsoptimierung durch-
zufithren. Im Fall stationdrer Rechnungen erlaubt es die Software weiterhin,
Kontrollparameter wie Heizleistung, -frequenz und Spulenposition automa-
tisiert in Bezug auf anwendungsrelevante Zielfunktionen, wie z. B. den Tem-
peraturgradienten in der Ziichtungskammer, zu optimieren.

Mit der Durchfithrung des Projektes ist es somit gelungen, einen anwen-

dungsrelevanten Fortschritt zu erzielen (vgl. zugehorigen Abschlussbericht
Abschnitt 2.2).

Bei der Sublimationsziichtung von SiC-Kristallen handelt es sich um einen
Produktionsprozess zur Herstellung hochtechnologischer Materialien, wie die
Anwendungen von SiC-Substraten im Bereich der Halbleiterelektronik bele-
gen (vgl. Abschlussbericht Abschnitt 1.1).

Die Durchfithrung des Projektes hatte die Verbesserung des Fertigungspro-
zesses hinsichtlich Qualitdt und Energieeinsparung zum Ziel, damit qualitativ
hochwertige SiC-Substrate zu konkurrenzfihigen Preisen produziert werden



konnen. Da fiir die Sublimationsziichtung sehr hohe Temperaturen und nied-
rige Driicke notwendig sind, erfolgt sie unter Bedingungen, die eine nur sehr
eingeschrinkte Beobachtung der im Ziichtungstiegel stattfindenden Prozesse
zulassen. Die mathematische Modellierung und numerische Simulation die-
ser Prozesse ist somit eine notwendige Voraussetzung zur Realisierung dieser
Zielsetzungen. Da die entwickelte Software WIAS-HiTNIHS am IKZ bereits
eingesetzt wird um die Optimierung der SiC-Ziichtung im obigen Sinne zu un-
terstiitzen, war das Projekt beziiglich der genannten Zielsetzung erfolgreich.
Zum angestrebten industriellen Einsatz von WIAS-HiTNIHS verweisen wir
erneut auf Abschnitt 2.2 des Abschlussberichtes.

Die am WIAS wihrend des Vorhabens betriebene mathematische, anwen-
dungsorientierte Grundlagenforschung wurde in standiger Wechselbeziehung
mit den Kooperationspartnern vom Institut fiir Kristallziichtung, Berlin,
durchgefithrt (s. Abschlussbericht, Abschnitte 1.3 und 1.5). Die Koopera-
tion zwischen dem WIAS und dem IKZ erfolgte auflerdem in Abstimmung
mit der SiCrystal AG, Erlangen.

Die Bearbeitung des Projektes erforderte es, die physikalischen Prozesse der
Sublimationsziichtung nach der modifizierten Lely-Methode in mathemati-
scher Modellbildung zu beschreiben bzw. vorhandene Modelle anzupassen und
weiterzuentwickeln (s. Abschlussbericht, Abschnitte 2.1.1 und 2.1.2). Das sich
ergebende hochkomplexe System nichtlinearer partieller Differentialgleichun-
gen musste sodann diskretisiert (s. Abschlussbericht, Abschnitt 2.1.3) sowie
numerisch geldst und mit Bezug auf die Anwendung ausgewertet werden (s.
Abschlussbericht, Abschnitte 2.1.4 und 2.1.5).

Um im zeitlichen Rahmen des Vorhabens einen anwendungsrelevanten Fort-
schritt erzielen zu konnen, war es erforderlich, in enger Zusammenarbeit mit
den Kooperationspartnern aus dem Gesamtmodell Teilaspekte auszuwéhlen,
die aus Sicht der Anwender als besonders wichtig erachtet wurden (s. Ab-
schlussbericht, Abschnitt 1.3).

2 Wissenschaftlich-technisches Ergebnis des
Vorhabens, Erfahrungen

Beziiglich des wissenschaftlich-technischen Ergebnisses des Vorhabens ver-
weisen wir auf die eingehende Darstellung der Vorhabensergebnisse sowie
deren Nutzen und Verwertbarkeit in den Abschnitten 2.1 und 2.2 des zu-
gehorigen Abschlussberichtes.

An gesammelten wesentlichen Erfahrungen sind zu nennen die zielgerichte-
te, anwendungsorientierte Umsetzung eines komplexen mathematischen Mo-
dells in numerische Simulationssoftware. Insbesondere werden die gesammel-
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ten Erfahrungen bei der ergebnisorientierten Problemlosung in Zusammen-
arbeit von Modellierern, Numerikern, Programmentwicklern, Experimental-
physikern und Ingenieuren als besonders wertvoll erachtet.

3 Fortschreibung des Verwertungsplanes

Eine ausfiihrliche Darstellung der Fortschreibung des Verwertungsplanes (Ver-
wertbarkeit und Verwertungsmoglichkeiten der Ergebnisse) findet sich in Ab-
schnitt 2.2 des zugehorigen Schlussberichtes.

Weder vom Zuwendungsempfanger (WIAS) noch von am Projekt beteiligten
(IKZ) wurden im Rahmen des Vorhabens Erfindungen, Schutzrechtsanmel-
dungen oder erteilte Schutzrechte gemacht oder in Anspruch genommen.

4 Arbeiten, die zu keiner Losung gefiihrt ha-
ben

Eine realitdtsnahe Modellierung der chemischen Prozesse in der Gasphase
und der Phaseniibergange hat sich als schwieriger herausgestellt als urspriing-
lich erwartet. Die korrekte Beschreibung der Reaktionskinetik ist noch nicht
vollsténdig verstanden und lief3 sich trotz guter Forschritte (s. Abschnitt 2.1.2
des Abschlussberichtes) in der Projektlaufzeit nicht abschlieBen.

5 Préasentationsmoglichkeiten fiir mégliche Nut-
zer

Eine Ubersicht iiber das Projekt und die erzielten Ergebnisse steht unter
http://www.wias-berlin.de/projects/sic/ zur Verfiigung. Eine Reihe
von Veroffentlichungen und Vortragsfolien zum Projekt lassen sich iiber die
auf der Internetseite angegebenen Links herunterladen. Bei Bedarf kann auf
Anfrage weiteres Material wie z. B. ein mpeg-Video einer Simulationsrech-
nung zur Verfiigung gestellt werden.

6 Einhaltung des Ausgaben- und Zeitplans

Der Finanzierungsplan wurde eingehalten. Fiir Einzelheiten sei auf den Fi-
nanzbericht des Projektes verwiesen, der bereits vorliegt.



Der Zeitplan fiir die mathematischen Untersuchungen und die Softwareent-
wicklung konnte im Wesentlichen eingehalten werden. Abweichungen erga-
ben sich, da die Untersuchung der freien Rénder auf Grund von Model-
lierungsschwierigkeiten nicht wie geplant durchgefithrt werden konnten (s.
Abschnitt 4). In Absprache mit den Kooperationspartnern vom 1KZ wurde
stattdessen die mathematische Untersuchung kontrolltheoretischer Aspekte
verstiarkt durchgefiihrt, was sich auch zur Vorbereitung der im Rahmen des
DFG-Forschungszentrums Mathematik fiir Schliisseltechnologien stattfinden-
den Kooperation mit der Gruppe von Prof. Troltzsch am Fachbereich Ma-
thematik der TU-Berlin als sinnvoll erwies.
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