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Kapitel 1

Aufgabenstellungen

1.1 Aufgabenstellungen

Bei diesem Teilprojekt handelte es sich um eines von mehreren zur numerischen
Simulation der betrachteten Populationsbilanzprozesse. Diese Populationsbilanz-
prozesse besitzen folgende wichtige Eigenschaften:

e Die Harnstoffteilchen (Harnstoffpartikel) werden durch ein Strémungsfeld
transportiert.

e Es treten Teilchen iiber einen Einlass in das betrachtete Gebiet ein.
e Teilchen kénnen auch durch Nukleation aus gelostem Harnstoff entstehen.
e Die Teilchen wachsen durch Anlagerung von gelostem Harnstoff.

e Teilchen kénnen beim Zusammenstofl aneinander haften bleiben und grofie-
re Teilchen bilden (Aggregation).

e Die Koeffizienten fiir Nukleation, Wachstum und Aggregation hiangen vom
lokalen Strémungsfeld, der lokalen Temperatur und der lokalen Konzentra-
tion von gelostem Harnstoff ab.

Neben diesen wesentlichen Eigenschaften wurden bei der Erstellung des Mo-
dells zur Beschreibung des Verhaltens der Harnstoffteilchenpopulation folgende
Annahmen getroffen:

e Die Konzentrations— und Temperaturgradienten sind so klein, dass ihr Ein-
fluss auf das Stromungsfeld vernachléssigt werden kann.

e Es handelt sich um eine diinne Losung, d.h. auch die Riickkopplung der
Teilchen auf die Stromung kann vernachlassigt werden.

e Das Auseinanderbrechen von Teilchen kann ebenso vernachléssigt werden.
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Die Beschreibung von Populationsbilanzprozessen unter diesen Annahmen
fithrt auf ein System, bestehend aus:

e den inkompressiblen Navier—-Stokes—Gleichungen zur Beschreibung des Stro-
mungsfeldes,

e skalaren Konvektions—Diffusions—Gleichungen zur Beschreibung der Ener-
giebilanz (Temperatur) und der Massenbilanz (Konzentration),

e ciner partiellen Integro—Differentialgleichung zur Modellierung der Partikel-
verteilungsdichte.

Das Strémungsfeld ist in einem dreidimensionalen Gebiet gegeben. Numeri-
sche Verfahren zur akkuraten und effizienten Stromungssimulation sind nach wie
vor ein aktives Forschungsgebiet. In der Praxis sind Stromungen in Populations-
bilanzsystemen oft konvektions—dominiert oder gar turbulent. Insbesondere die
numerische Simulation turbulenter Stromungen ist eines der Hauptarbeitsgebiete
der Arbeitsgruppe (AG) John. Im Rahmen dieses Projekts sollten moderne varia-
tionelle Mehrskalen—Verfahren (VMS—Verfahren) weiter entwickelt werden, damit
sie auf die Simulation von Stromungen innerhalb von Populationsbilanzsystemen
angewendet werden konnen. Ein néchster wichtiger Aspekt in Anwendungen be-
steht darin, dass die Stromungsgebiete im Allgemeinen keine einfache Geometrie
besitzen, zum Beispiel wenn man Riihrkessel betrachtet. Diese Gebiete miissen
mit unstrukturierten Gittern, zumindest in Randnéhe, trianguliert werden. Fiir
drei Dimensionen stehen dafiir im Wesentlichen Gittergeneratoren zur Verfiigung,
welche Tetraeder—Gitter erzeugen. Die Weiterentwicklung der VMS—Methode zur
Simulation turbulenter Strémungen muss also insbesondere fiir solche Gitter ge-
eignet sein. In realen Apparaten gibt es zudem sich bewegende Teile, beispielswei-
se Riihrer in Riihrkesseln. Ein Ziel war es, numerische Verfahren fiir Stromungen
in sich veréindernden Gebieten zu implementieren, wobei die Verdnderungen durch
auBlere Krifte aufgepriagt sind.

Die skalaren Konvektions—Diffusions—Gleichungen zur Beschreibung von Mas-
sen— und Energiebilanz sind konvektions—dominiert. Es ist wohlbekannt, dass
man zur numerischen Simulation solcher Gleichungen stabilisierte Diskretisierun-
gen benotigt. Die Untersuchung stabilisierter Finite-Elemente-Methoden (FEM)
gehort ebenfalls zu den Hauptforschungsgebieten der AG John. In diesem Pro-
jekt war im Wesentlichen geplant, die in anderen Projekten und Untersuchungen
gewonnenen Ergebnisse zu nutzen, um akkurate und effiziente numerische Ver-
fahren fiir skalare Konvektions—Diffusions—Gleichungen zur Verfiigung zu haben.
Dariiber hinaus sollten neu entwickelte Verfahren der AG Tobiska in den verwen-
deten Code und die Untersuchungen einflieflen.

Besondere Anforderungen stellt die numerische Simulation der Gleichung fiir
die Partikelverteilungsdichte. Die wichtigste Schwierigkeit besteht darin, dass die
Partikelverteilungsdichte nicht nur von Zeit und Ort abhéngt, wie die anderen



Groflen im System, sondern auch noch von Eigenschaften der Teilchen, den so-
genannten inneren Koordinaten. Damit ist diese Gleichung in Anwendungen in
einem Gebiet definiert, welches mindestens im vierdimensionalen Raum liegt. Zu-
dem ist diese Gleichung konvektions—dominiert, so dass man analog zu den skala-
ren Konvektions—Diffusions—Gleichungen stabilisierte Diskretisierungen benotigt.
Die dritte Schwierigkeit besteht in einer effizienten Auswertung der Integralter-
me, welche die Aggregation beschreiben. Ein Ziel dieses Teilprojekts bestand
darin, auch fiir diese Gleichung akkurate und effiziente numerische Verfahren zu
entwicklen, insbesondere in Hinblick auf das hochdimensionale Definitionsgebiet.
Dabei sollten wiederum Erfahrungen aus anderen Projekten der AG John ge-
nutzt werden. Die numerische Simulation der Integralterme war die Aufgabe des
Teilprojekts der AG Hackbusch (Leipzig), zu Einzelheiten wird auf den Bericht
dieser Arbeitsgruppe verwiesen.

Das Hauptziel dieses Teilprojekts bestand in der Entwicklung und Unter-
suchung von numerischen Verfahren zur direkten Diskretisierung und zur nu-
merischen Simulation des gekoppelten Populationsbilanzsystems. Dabei sollten
natiirlich die fiir die einzelnen Gleichungen erstellten Komponenten einflieen.
Die Entwicklung geeigneter Kopplungsstrategien war nétig. Die Verfahren sollten
in den von der AG John entwickelten Code MOONMD implementiert werden.
Des Weiteren mussten Schnittstellen geschaffen werden, um Gittergeneratoren
und die von der AG Hackbusch entwickelte Software einzubinden.

1.2 Voraussetzungen

In der AG John existierten umfangreiche Vorarbeiten zur numerischen Stromungs-
simulation, insbesondere von turbulenten Stromungen. Es war eine projektions—
basierte variationelle Mehrskalen-Methode in [12] entwickelt worden, welche in
in mehreren numerischen Studien untersucht wurde [19, 13, 14].

Im Rahmen einer Dissertation (M. Roland) war bereits damit begonnen wor-
den, Verfahren fiir ein Populationsbilanzsystem in einem zweidimensionalen Stro-
mungsgebiet mit einer Partikelverteilungsdichte mit einer inneren Koordinate zu
entwickelt. Die zu Grunde liegende Anwendung war eine Féllungsreaktion, bei
welcher die Aggregation von Teilchen vernachléssigt werden konnte.

Als Grundlage der Implementationen diente der Code MOONMD [18], wel-
cher unter anderem eine umfangreiche Bibliothek verschiedener Finiter—Elemente,
einige stabilisierte Finite-Elemente-Diskretisierungen sowie eine Reihe iterativer
Loser, einschliefllich Mehrgitter—Verfahren, zur Verfiigung stellte.



1.3 Planung und Ablauf des Vorhabens

Zu Beginn des Projekts wurde von der AG Sundmacher eine in der Industrie rele-
vante Reaktorgeometrie ausgewéhlt. In der AG John wurde sich damit beschéftigt,
geeignete Gittergeneratoren fiir diese Geometrie zu finden und an den verwen-
deten Code anzukoppeln. Des Weiteren wurden Verfahren zur Stromungssimu-
lation in Gebieten mit sich bewegenden Teilen implementiert, siche Abschnitt
2.1.2. Ein néchster Schwerpunkt war die Erweiterung einer projektions—basierten
variationellen Mehrskalen—-Methode zur Simulation turbulenter Stromungen auf
Tetraeder—Gitter, siche Abschnitt 2.1.1.

Nachdem sich die konkreten Referenzexperimente der AG Sundmacher her-
auskristallisiert hatten, wurde sich auf die Entwicklung von Verfahren fiir das
gekoppelte System konzentriert, welches diese Experimente modelliert. Wichtig
war die Schaffung eines Interfaces zur Anbindung der in der AG Hackbusch ent-
wickelten Bibliothek zur Berechnung der Aggregationsterme.

Parallel zu diesem Projekt wurden in der AG John Aspekte untersucht, welche
direkt in das Projekt eingeflossen sind und dort zum Teil erweitert wurden.

e Die projektions—basierte variationelle Mehrskalen-Methode aus [12] wurde
dahingehend erweitert, dass der Projektionsraum adaptiv gewéhlt werden
kann [15]. In diesem Projekt wurde dann die Ubertragung der Methode auf
Tetraeder—Gitter vorgenommen, siche Abschnitt 2.1.1.

e Stabilisierte Finite-Elemente-Methoden fiir konvektions—dominierte skala-
re Gleichungen wurden intensiv studiert [23, 24]. Auf diesen Studien basiert
die Auswahl der Methode fiir das in diesem Projekt betrachtete Modell, sie-
he Abschnitt 2.1.3.

e Numerische Verfahren fiir die Gleichung der Partikelverteilungsdichte wur-
den in Verbindung mit Stromungsfeldern, welche unterschiedliche Eigen-
schaften besitzen, studiert [20, 21]. Diese Studien bildeten die Grundlage
fiir die Auswahl des in diesem Projekt verwendeten Verfahrens, siehe Ab-
schnitt 2.1.3.

1.4 Wissenschaftlicher Stand zu Beginn des Vor-
habens

Verfahren zur direkten Diskretisierung und ein Code zur numerischen Simulation
von gekoppelten Populationsbilanzsystemen mit dreidimensionalem Strémungs-
gebiet und einer Partikelverteilungsdichte mit einer inneren Koordinate, welcher
insbesondere die Aggregation von Teilchen beriicksichtigt, existierte unseres Wis-
sens bei Beginn des Vorhabens nicht.



Oft wurden Probleme mit ideal gemischten Stromungen betrachtet, fiir welche
letztlich die Partikelverteilungsdichte nur von der inneren Koordinate abhéngt.

Bei der numerischen Simulation von gekoppelten Modellen von Stromun-
gen und Partikelverteilungsdichten werden im Allgemeinen Momentenmethoden
(QMOM, DQMOM, [29]) verwendet. Diese 16sen statt der hoherdimensionalen
Gleichung fiir die Partikelverteilungsdichte ein System von Gleichungen fiir die
ersten Momente. Diese Gleichungen sind im Stromungsgebiet definiert, das heifit
auf demselben Gebiet wie die anderen Gleichungen des Systems.

Des Weiteren wurde versucht, Software fiir einzelne Gleichungen des Popula-
tionsbilanzsystems mittels eines Interfaces zu verbinden. Die Gleichungen werden
mit Hilfe der jeweiligen Software gelost und benotigte Informationen fiir andere
Gleichungen werden mit Hilfe des Interfaces an andere Software iibergeben. Es
handelt sich um einen iterativen Prozess, der eine wiederholte Losung der Teil-
probleme verlangt. Diese Herangehensweise wurde fiir gekoppelte Systeme mit
Populationsbilanzen in [25, 7] verfolgt.

1.5 Zusammenarbeit mit anderen Stellen

Wesentlich fiir den Erfolg des Teilprojekts war die Zusammenarbeit mit den Part-
nern des Projektverbundes.

e AG Hackbusch. Diese Arbeitsgruppe entwickelte das Verfahren fiir die Be-
rechnung der Aggregationsterme. Im Rahmen des Projekts wurden diese
Verfahren vom dortigen Projektbearbeiter implementiert und der AG John
als Bibliothek zur Verfiigung gestellt, welche an den verwendeten Code
MooONMD angekoppelt wurde.

e AG Sundmacher. In dieser Arbeitsgruppe wurden die Referenzexperimente
durchgefiithrt und das den Simulationen zu Grunde liegende Modell ent-
wickelt. Des Weiteren wurden die Werte fiir die Anfangs— und Randbedin-
gungen sowie fiir die Referenzldsungen bereitgestellt. Die fiir die Industrie
relevante Reaktorgeometrie wurde von dieser Arbeitsgruppe vorgeschlagen.

e AG Tobiska. Diese Arbeitsgruppe unterstiitzte die AG John bei der Unter-
suchung von Finite-Elemente—Verfahren zur numerischen Losung konvek-
tions—dominanter Gleichungen. Auflerdem wurde mit ihrer Unterstiitzung
das PPuPPle_Finite-Element in MOONMD implementiert, welches fiir die
projektions—basierte variationelle Mehrskalenmethode auf Tetraeder—Git-
tern von Bedeutung ist.

Die Untersuchung von Finite-Elemente—-Methoden fiir konvektions—dominante
skalare Gleichungen wurde ebenfalls in Kooperation mit Ass. Prof. Petr Knobloch
(Prag) durchgefiihrt.



Kapitel 2

Ergebnisse

2.1 Erzielte Ergebnisse

2.1.1 Stromungssimulation auf Tetraeder—Gittern mit ei-
ner projektions—basierten Finite-Elemente—Variati-
onellen—Mehrskalen—Methode

Vom Projektpartner AG Sundmacher wurde zu Beginn des Projekts eine Mo-
dellgeometrie fiir einen Riihrkessel vorgeschlagen. Dabei handelt es sich um eine
Standardkonfiguration nach DIN 28011, siehe Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Riihrkessel mit Klopperboden und zwei Einstromungen (oben)
sowie einer Ausstromung (unten), Schnitt und Blick von oben. Die Hoéhe des
Riihrkessels betriagt L = 140 mm.

Dieser Riihrkessel musste trianguliert werden. Auf Grund seiner Gestalt und
wegen des Fehlens geeigneter frei verfiighbarer Gittergeneratoren fiir Hexaeder—
Gitter, kamen fiir die Triangulierung nur Tetraeder—Gitter in Frage. Das benutzte
Programmpaket MOONMD besitzt keinen integrierten Generator fiir Tetraeder—
Gitter. Deshalb musste ein externer Generator verwendet und ein Interface zur



Ubernahme der Gitterdaten nach MooNMD entwickelt werden. Letztlich wurde
der Gittergenerator TETGEN [32] als der geeignetste fiir diese Aufgabe betrach-
tet. Ein mit TETGEN erzeugtes Gitter, auf welchem Simulationen durchgefiihrt
wurden, ist in Abbildung 2.2 zu sehen.
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Abbildung 2.2: Mit TETGEN erzeugtes Gitter fiir den Riihrkessel.

Die Verwendung von Tetraeder—Gittern verlangte eine Erweiterung der Finite—
Elemente-Bibliothek von MOONMD. Die Nutzung von Finite-Elementen mit
stetigem Druck, beispielsweise Taylor—-Hood-Finite-Elementen oder von Finite—
Elemente-Paaren gleicher Ordnung, wire sofort moglich gewesen. Unsere lang-
jahrigen Erfahrungen besagen jedoch, dass mit stetigem Druck die lokale Erfiillung
der Massenbilanz sehr schlecht ist, was auch durch andere Arbeiten bestétigt
wird [28]. Aus diesem Grund werden in der AG John fiir Stromungssimula-
tionen auf Hexaeder—Gittern fast ausschliefilich unstetige Druckapproximatio-
nen genutzt, vor allem das Qo/ P> Finite-Elemente-Paar. Die Verwendung un-
stetiger Druckapproximationen auf Tetraeder—Gittern hat allerdings zur Folge,
dass der Geschwindigkeits—Finite-Elemente-Raum mittels Blasenfunktionen auf
den Seitenflaichen angereichert werden muss, damit die inf-sup Stabilitédtsbedin-
gung erfiillt ist. Das bendtigte Finite-Element PP wurde in Zusammenar-
beit mit der AG Tobiska in MOONMD implementiert. Das resultierende Paar
ppubble / pdisc g theoretisch seit langem bekannt [5]. Jedoch scheint es zur Si-
mulation turbulenter Stromungen zum ersten Mal im Rahmen dieses Projekts
verwendet worden zu sein, siche [16].

In der Arbeit [16] wurden verschiedene Methoden zur Simulation turbulenter
Stromungen auf Tetraeder—Gittern studiert, zwei Large Eddy Simulation (LES)
Methoden und eine variationelle Mehrskalen (VMS)-Methode. Im Rahmen dieses
Berichts soll nur auf die VMS—Methode néher eingegangen werden, weil diese
innerhalb der AG John entwickelt wurde, die neuesten Entwicklungen aus [15]
sofort in das Projekt eingeflossen sind und diese Methode auf Tetraeder—Gitter
erweitert worden ist.



Inkompressible Stromungen werden durch die inkompressiblen Navier—Stokes—
Gleichungen modelliert. Sei ein Raum-Zeit—Gebiet  x [0,7] C R® x Ry gege-
ben, wobei §2 beschrankt ist mit polyhedralem Rand 0f). Die Navier—Stokes—
Gleichungen beschreiben das Verhalten der Stromungsgeschwindigkeit u und des
Druckes p durch das folgende System partieller Differentialgleichungen

w—2vV-D(u)+ (u-V)u+Vp = f inQx(0,7],
Veu = 0 inQx|[0,7T7, (2.1)
u(0,x) = ug in €,

wobei f externe Krifte beschreibt, v die kinematische Viskositét ist, welche ei-
ne positive Konstante ist, uy die Anfangsgeschwindigkeit vorgibt und D (u) =
(Vu + (Vu)?)/2 der Geschwindigkeits—Spannungstensor ist. Die Gleichungen
(2.1) miissen mit geeigneten Randbedingungen abgeschlossen werden.

Das spezielle Interesse galt der Simulation turbulenter Stromungen. Es gibt
keine mathematische Definition dafiir, ab wann eine Strémung als turbulent be-
zeichnet werden kann. Vom Standpunkt der Gleichungen tritt Turbulenz fiir grofle
Reynolds-Zahlen Re = O(r~!) auf. Vom physikalischen Standpunkt sind turbu-
lente Stromungen dadurch charakterisiert, dass in ihnen Skalen (Stromungsstruk-
turen) enthalten sind, deren Grofle stark unterschiedlich ist. Es gibt sowohl sehr
grofe als auch sehr kleine Skalen. Heutzutage ist es mit den verfiigharen Simu-
lationskapazitdten nur moglich, einen Teil der groflen Skalen, die sogenannten
aufgelosten Skalen, auf den zu Grunde liegenden Gittern darzustellen. Das ist ein
grundlegendes Problem bei der Simulation turbulenter Strémungen, da die nicht
aufgelosten Skalen, welche gar nicht dargestellt werden konnen, fiir den turbu-
lenten Charakter der Stromung wichtig sind [30]. Aus diesem Grunde muss man
Turbulenzmodelle zur Simulation turbulenter Stromungen verwenden, welche den
Einfluss der nicht aufgelosten auf die aufgelosten Skalen modellieren. Dafiir gibt
es viele unterschiedliche Ansétze, siehe [30, 31, 6, 11], und es ist nicht klar, welche
Modelle man bevorzugen soll.

Eine neuere Entwicklung sind variationelle Mehrskalen (VMS) Methoden.
VMS-Methoden basieren auf einer variationellen Form der zu Grunde liegenden
Gleichung. Diese Methoden sind eine Herangehensweise zur besseren Kontrolle
des Einflusses des Turbulenzmodelles auf die aufgelosten Skalen als es bei anderen
Methoden moglich ist. Dies erfolgt durch eine Zerlegung der aufgelosten Skalen
in zwei Skalengruppen, die sogenannten grofien Skalen und die aufgelosten klei-
nen Skalen. Dann wird das Turbulenzmodell nur noch direkt auf die aufgelosten
kleinen Skalen angewandt. Uber die Kopplung aller Skalen in den Navier—Stokes—
Gleichungen erfolgt ein indirekter Einfluss auch auf die groflen Skalen.

Eine Realisierung dieser Idee wurde in [12] vorgeschlagen und diese wird
projektions—basierte Finite-Elemente-VMS (FEVMS) Methode genannt. Diese
Methode nutzt Standard-Finite-Elemente-Raume fiir die Darstellung aller auf-
gelosten Skalen. Zusétzlich wird ein Grobskalenraum zur Darstellung der grofien
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Skalen benotigt. Diese Skalen werden dann durch eine Projektion in diesen Raum
definiert.

Seien V" x Q" ein Paar inf-sup stabiler Finite-Elemente-Riume fiir die Ge-
schwindigkeit und den Druck. Des Weiteren sei L7 C {L € (L*(Q))¥4 LT =
L} ein endlich-dimensionaler Raum, welcher aus symmetrischen 3 x 3-tensor—
wertigen Funktionen besteht. Sei v eine nichtnegative Funktion, welche die tur-
bulente Viskositét reprisentiert. Die semi—diskrete projections—basierte FEVMS—
Methode berechnet u” : [0, T] — V" p": (0, T] — Q" und G¥ : [0, T] — L, so
dass

(ul, v") + (2uD(u"), D(v")) + ((0" - V)u", v"

)

) = (£,.vh), whevh

) = 0, vq" € Q",(2.2)
) = 0, VL e L7,
erfiillt wird. Die groBen Skalen von D(u") sind durch den Tensor G gegeben,
welcher die L?-Projektion von D(u”") in L ist. Demzufolge sind die aufgelésten
kleinen Skalen durch D(u”) — G definiert. Nun sieht man, dass der zusiitzliche
viskose Term (vp(D(u”) — G), D(v")), der durch die FEVMS-Methode in die
Impulsbilanz eingefiihrt wird, direkt nur auf die aufgelosten kleinen Skalen wirkt.

Die Parameter der FEVMS (2.2) sind v¢ und L. Da die grofien Skalen durch
Projektion in L¥ definiert sind, muss L¥ in gewissem Sinne ein groberer Finite—
Elemente-Raum sein als der Raum, welcher alle aufgelosten Skalen enthélt. Dies
kann dadurch erreicht werden, dass L¥ eine Finite-Elemente-Raum mit Poly-
nomen niederen Grades ist als V' x Q", welcher aber auf dem gleichen Git-
ter definiert ist. Als Modell fiir die turbulente Viskositdt wurde das statische
Smagorinsky-Modell vy = Cs6? |D (@)]| - verwendet [34].

Eine Anzahl numerischer Studien [19, 13, 12, 15] zeigten, dass die Wahl des
Grobskalenraums L fiir die berechnete Ergebnisse von grosserer Bedeutung ist
als die Wahl der turbulenten Viskositét. Bereits in [12] wurde gezeigt, dass man
fiir die Effizienz der projektions—basierten FEVMS-Methode einen unstetigen
Finite-Elemente-Raum fiir L¥ benotigt. Wihrend der Projektlaufzeit wurde in
der AG John diese Methode dahingehend erweitert, dass L a posteriori, das heif3t
wéahrend der Rechnung, gewdhlt werden kann. In unterschiedlichen Gitterzellen
K sind unterschiedliche Polynomgrade erlaubt. Mit der unterschiedlichen Wahl
ist es moglich, den Einfluss des Turbulenzmodells besser zu steuern. Die Grund-
idee und die Anwendung auf Hexaeder-Gitter wurden in [15] prisentiert. Die
Erweiterung der Methode auf Tetraeder—Gitter wurde im Rahmen dieses Projekts
vorgenommen und in [16] verdffentlicht.

Das Ziel bestand also darin, den Grobskalenraum L wihrend der Simulatio-
nen geeignet zu wihlen und den jeweiligen Stromungsbedingungen anzupassen.
Dafiir benotigt man ein geeignetes Kriterium. Eigentlich braucht man die nicht
aufgelosten Skalen, da diese die Turbulenz beschreiben. Diese stehen jedoch nicht
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zur Verfiigung und aus diesem Grund wird die lokale L?( K')-Norm der aufgelsten
kleinen Skalen G —ID(u") verwendet. Hierbei bezeichnet K eine Gitterzelle. Der
Geschwindigkeitsraum in den numerischen Studien war der Raum PP"P"°. Dann
kann der lokale Raum LY (K) so gewihlt werden, dass er nur aus dem Nullten-
sor besteht, was Pyo(K) genannt wird, aus konstanten Tensoren Py(K), linea-
ren Tensoren PY¢(K) oder quadratischen Tensoren P{s¢(K) (der Index ,,disc”
bezeichnet die Unstetigkeit der Tensoren iiber die Gitterzellen hinaus). Damit
kann der lokale Effekt des Turbulenzmodells variieren. Falls die Stromung lokal
sehr turbulent ist, kann es direkt auf alle aufgelosten Skalen angewandt werden
(Poo(K)). Es kann im Prinzip abgeschaltet werden in Stromungsregionen, welche
mehr oder weniger laminar sind bei P§*¢(K). In diesen Strémungsregionen wird
vy = 0 gesetzt, so dass das Turbulenzmodell dann auch tatséchlich abgeschaltet
1st.

Die adaptive FEVMS Methode verwendet als Grofle der lokalen aufgelosten
kleinen Skalen

167 — D) iz _ 167 = D(u)llzza

T [ (2:3)

Nk

Dies ist der Inikator fiir die lokale Turbulenzintensitit. Die Annahme hinter die-
sem Indikator besteht in der Erwartung, dass in Regionen mit hoher Turbulenz,
in denen die Grofle der nicht aufgelosten Skalen grof3 ist, auch die Grofle der
néchstgroferen Skalen, der aufgelosten kleinen Skalen, groff ist. Dieser lokale In-
dikator muss mit einem Referenzwert verglichen werden, um zu entscheiden, wo
welcher lokale Grobskalenraum verwendet wird. In [15] wurden eine Reihe von
moglichen Referenzwerten vorgestellt und miteinander verglichen. Hier wird als
Referenzwert nur das arithmetische Mittel

_ 1
= Anzahl der Zellen Z K
KeTh

der lokalen Indikatoren verwendet. Dies hat sich in den Studien von [15] als
verniinftig erwiesen. Der lokale Grobskalenraum L (K) wird nun wie folgt be-
stimmt: wéhle 0 < ) < Oy < (3, definiere 7 := ng /7, dann

1. fiir Gitterzellen K mit n < Ci: LA(K) = P&e(K), vp(K) =0,
2. fiir Gitterzellen K mit C; < n < Cy:  LH(K) = PIc(K),

3. fiir Gitterzellen K mit Cy < n < C3: LH(K) = Py(K),

4. fiir Gitterzellen K mit C5 < n: LH(K) = Py(K).

Vergleicht man diese adaptive Herangehensweise zur Bestimmung des Grobs-
kalenraums mit der projektions—basierten FEVMS Methode mit einem statischen
Grobskalenraum L*, so stellen die Berechnung von G¥ und 7y zusitzliche Arbeit
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dar. Dariiberhinaus miissen mehr Matrizen aufdatiert werden, wenn der Raum
L sich wihrend der Rechnungen veriindert.

In der numerischen Simulation der Stromung durch eine Reaktorgeometrie
wurde als Fluid Wasser (kinematische Viskositit v = 107% m?/s) betrachtet. Die
Einstromgeschwindigkeit ist (0,0, —Uy) mit Uy = 0.1 m/s. Das ergibt, zusam-
men mit der charakteristischen Lingenskala L., = 1073 m, eine Reynolds—Zahl
von Re = Lo Uy /v = 10%. Am Ausfluss wurden Ausflussrandbedingungen vorge-
geben. Die Simulationen wurden mit der projektions—basierten FEVMS—Methode
mit L7 (K) = PBy(K) fiir alle Gitterzellen und Cs = 0.01 in der turbulenten
Viskositédt durchgefithrt. Das Crank-Nicolson—Verfahren wurde mit der Lénge
des Zeitschrittes At = 0.01 verwendet. Die PPuPPle/pdisc_Digkretisierung besafl
139 887 Geschwindigkeitsfreiheitsgrade und 39 680 Druckfreiheitsgrade. Ziel die-
ser Simulation war die Untersuchung, ob der oben beschriebene Indikator fiir
die lokale Turbulenzintensitdt auch in dieser Geometrie die Regionen mit hoher
Turbulenzintensitét korrekt findet.

Eine hohe lokale Turbulenzintensitdt kann zunéchst an den Einstromungen
erwartet werden. Die Situtation dort ist &hnlich wie bei der Strémung hinter einer
Stufe. Insbesondere Rezirkulationen treten auf. Ein zweites Teilgebiet, in welchem
eine hohe Turbulenz erwartet wird, ist der Klopperboden. Die Strémungen von
den Einfliissen erreichen den Kessel, werden in Richtung des Ausflusses gelenkt
und sie mischen sich dort. Im Gegensatz dazu wird man eine relativ geringe
Turbulenzintensitéit in allen Regionen des Riihrkessels erwarten, welche abseits
von der Strémung von den Einfliissen zum Ausfluss sind. Abbildung 2.3 zeigt, dass
alle diese Erwartungen von der numerischen Simulation wiedergegeben werden.

Y L/

smallscales

.57.9

8.53
1.40
0.231

0.0379

srallscales

.519

8.63

Abbildung 2.3: Gréfle der aufgeldsten kleinen Skalen in der Stromung durch den
Riihrkessel, links: Schnittebene y = 0 (mit den Einstromungen), rechts: Schnit-
tebene x = 0.

1.40

0.231

0.0379

In [16] wurde ein Benchmark-Problem fiir turbulente Stréomungen studiert.
Bei diesen Simulationen wurde auch der Grobskalenraum L* adaptiv gewiihlt.
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Damit wurde im Rahmen dieses Projekts die erste variationelle Mehrskalen—
Methode zur Simulation turbulenter Strémungen mit adaptivem Grobskalenraum
auf Tetraeder—Gittern entwickelt.

2.1.2 Stromungssimulation in Gebieten mit rotierenden
Teilen

In der Industrie verwendete Riihrkessel besitzen neben dem Riihrer ein oder meh-
rere Einlédsse sowie Auslidsse. Die Rotationsbewegung des Riihrers ist von aufler-
halb aufgepréigt. Ein— oder Auslésse sind im Allgemeinen nicht symmetrisch zur
Rotationsachse angeordnet, so dass es nicht moglich ist, das Populationsbilanz-
system in einem rotierenden Koordinatensystem zu betrachten.

Im Allgemeinen befindet sich der Riihrer in einigem Abstand von den Ein-
und Ausléssen des Riihrkessels. Deswegen bietet es sich an, das betrachtete Popu-
lationsbilanzsystem nur lokal, in einem Teilgebiet, welches den Riihrer umfasst,
in einem rotierenden Koordinatensystem zu betrachten. Der Grofiteil des Simu-
lationsgebietes kann mit einem statischen Koordinatensystem versehen werden,
womit man bei der Beschreibung der Ein— und Auslésse keine Probleme hat. Die
Schwierigkeit bei dieser Herangehensweise besteht darin, die Simulationen der
Teilgebiete mit statischem und rotierendem Koordinatensystem zu koppeln.

Zu dieser Kopplung findet man in der Literatur mehrere Vorschliage. Zum
einen gibt es Chimera—Techniken, bei denen sich die Gitter iiberlappen und man
im Uberlappungsgebiet die Funktionen interpolieren muss [3]. Diese Uberlappun-
gen verdndern sich sténdig und eine effiziente Interpolation ist fiir unstrukturierte
Gitter ein schwieriges Problem. Eine andere Herangehensweise ist die Clicking—
Mesh—Technologie [33]. Dabei sind die Gitter in jedem diskreten Zeitpunkt kon-
sistent, aber der Zusammenhang zwischen dem statischen und dem rotierenden
Gitter dndert sich stdndig. Um die Konsistenz des gesamten Gitters zu erzwingen,
ist ein enger Zusammenhang zwischen Gitterweite und Zeitschrittlange nétig. Die
Lange des Zeitschrittes darf nur so gewéhlt werden, dass sich das rotierende Git-
ter so weit dreht, dass es nach dem Zeitschritt wieder beim statischen Gitter
einrastet. Eine dritte Herangehensweise ist die Shear—Slip Mesh Update Method
(SSMUM) [1, 2]. Bei dieser gibt es eine Schicht von Gitterzellen, welche eine
Verbindung zwischen dem rotierenden und dem statischen Gitter herstellt. Diese
Gitterzellen werden bei der Anwendung eines Zeitschrittes verzerrt. Ubersteigt
die Verzerrung einen gewissen Grenzwert, dann werden die Gitterzellen neu fest-
gelegt. Bei diesem Schritt ist eine Interpolation von den alten auf die neuen Zellen
notig.

Nach dem Studium einschlégiger Literatur wurde in der AG John festgelegt,
dass zunéchst die SSMUM-Technik implementiert werden sollte. Diese erfordert
zwar eine gewisse Regularitéit des Gitters, damit man die Gitterzellen zwischen
dem statischen und dem rotierenden Gitter mit vertretbarem Aufwand handha-
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ben kann, aber die Erzeugung geeigneter Gitter ist fiir die betrachteten Riihr-
kesselgeometrien ohne Weiteres moglich. Die Entscheidung gegen die Clicking—
Mesh—Methode war von der engen Kopplung von Zeitschrittlinge und Gitterweite
bestimmt.

Zur Anwendung der SSMUM ist es notig, dass die Arbitrary Lagrangian—
Eulerian (ALE) Formulierung der Navier—Stokes—Gleichungen im rotierenden Teil-
gebiet verwendet wird

ou

il Re'Au+ (u—w)-V)u+Vp = f in in(0,7T) x Q(t),
Y

Vou = 0 in (0,7)x Qt).

Hierbei ist w die sogenannte Gittergeschwindigkeit. Die zeitliche Ableitung ist
beziiglich des rotierenden Gebiets zu betrachten und §2(¢) ist das sich zeitlich
verdndernde Gebiet.

Die Methode wurde zunéchst fiir ein zweidimensionales Testproblem imple-
mentiert, siche Abbildung 2.4. Im Gegensatz zur oben angegebenen Literatur iiber
Anwendungen der SSMUM, bei welcher Diskretisierungen niedrigster Ordnung
verwendet werden, wurde in unseren Studien das inf-sup stabile PPuPble/pdisc
Finite-Elemente—Paar benutzt. Die Griinde dafiir waren unsere Erfahrungen,
dass Finite-Elemente hoherer Ordnung wesentlich genauere Ergebnisse liefern
als Finite-Elemente niederer Ordnung und dass die zweite Ordnung fiir die Ge-
schwindigkeit ein guter Kompromiss zwischen Genauigkeit und Effizienz ist. Die
Nutzung einer unstetigen Druckapproximation fithrt zu einer wesentlich besseren
Erfiilllung der stetigen Massenbilanz als die Verwendung eines stetigen Finite—
Elemente-Druckes. Als zeitliche Diskretisierung wurde das implizite Euler—Ver-
fahren gewéhlt. Dieses verwendet keine Funktionswerte in Punkten zwischen den
diskreten Zeitpunkten, so dass man keine Informationen iiber das rotierende Git-
ter in diesen Zwischenpunkten benotigt.
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Abbildung 2.4: Rotierender Riihrer in 2D (Rotation in Uhrzeigerrichtung), die
sich verdndernden Gitterzellen besitzen den Abstand 0.3 vom Mittelpunkt des
Gebiets, Gitter vor und nach der Neufestlegung der Gitterzellen.
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Ein wesentlicher Aspekt fiir die Genauigkeit des Verfahrens ist die Interpolati-
on der Geschwindigkeit nach einer Neufestlegung der Gitterzellen in der Verbin-
dung zwischen statischem und rotierendem Gitter. Diese Neufestlegung erfolgt
im Wesentlichen durch einen Kantentausch von Dreiecken, siche Abbildung 2.5.
Die Freiheitsgrade, welche nicht auf den vertauschten Kanten liegen, brauchen
nicht interpoliert zu werden. Damit verbleiben die Freiheitsgrade auf den neuen
Kanten (die senkrechten Striche in Abbildung 2.5) und die Freiheitsgrade der
Blasenfunktionen (die Punkte in Abbildung 2.5). Es stellte sich heraus, dass ei-
ne einfache lineare Interpolation zu ungenau ist, um die Geschwindigkeit in den
Freitheitsgraden auf den neuen Kanten festzulegen, sieche Abbildung 2.6. Eine
grundlegende Verbesserung wurde erzielt, indem stattdessen die Massenerhal-
tung im neuen Dreieck gefordert wurde. Das bedeutet, die Geschwindigkeit auf
der neuen Kante wurde so festgelegt, dass

/ uy, -ngr ds =0
oK

gelten soll, wobei ngx die Auflennormale an die Kanten des Dreiecks K bezeich-
net, Abbildung 2.6. Nachdem die Geschwindigkeit auf der neuen Kante festgelegt
wurde, wurde die Geschwindigkeit beziiglich der Blasenfunktion so gewéhlt, dass
die resultierende Finite-Elemente—Funktion diskret divergenzfrei auf dem Dreieck
ist, das heifit dass gilt

/ (V : uh)qh dx =0 Vg, € Pl(K)
K

Abbildung 2.5: Der Kantentausch im SSMUM-Verfahren. Die neu festzulegen-
den Freiheitsgrade sind auf den getauschten Kanten (senkrechte Striche) und im
Inneren der Dreiecke (Blasenfunktionen, Punkte).

Nachdem die Arbeit an diesem Thema bis zu diesem Punkt fortgeschritten
war, wurde beschlossen, dass sich der Schwerpunkt des Gesamtprojekts weg von
der Harnstoffsynthese im Riihrkessel und hin zu Untersuchungen der Harnstoff-
synthese in einem Kanal verschiebt. In dem Kanal, welcher in den Experimenten
verwendet wurde, gab es keine sich bewegenden Teile. Es wurde erforderlich, die
Implementation von Diskretisierungen und Kopplungsstrategien fiir das gekop-
pelte Populationsbilanzsystem in den Vordergrund der Arbeiten zu stellen. Aus
diesem Grund wurden die Arbeiten an Methoden fiir Gebiete mit rotierenden
Teilen eingestellt.
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Abbildung 2.6: Druck vor und nach dem Kantentausch. Oben: mit linearer Inter-
polation der Freiheitsgrade auf der Kante. Man erkennt deutlich die Oszillationen
in der Schicht zwischen dem statischen und dem rotierenden Gitter (gelbe Ge-
biete). Unten: mit Interpolation auf Basis der Massenerhaltung.

2.1.3 Simulation der Harnstoffsynthese

Das Modell zur Beschreibung der Harnstoffsynthese wurde von der AG Sundma-
cher erstellt. Es besteht aus einem System von Gleichungen zur Beschreibung des
Stromungsfeldes (Geschwindigkeit, Druck), der Energiebilanz (Temperatur), der
Massenbilanz (Konzentration) und der Partikelverteilungsdichte. Die Referenz-
experimente wurden so konzipiert, dass die Stromungsfelder stationér sind.

Das Modell des Prozesses

Das Stromungsfeld wird durch die inkompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen
modelliert ~

—pAu+p((a-V)a)+Vp = pg in

V-a = 0 inQ,

wobei Q = (0,210) x (0,1) x (0,1) [em?®] das Stromungsgebiet ist, @ [m/s] die
Geschwindigkeit des Fluids ist, p [kg/(ms?)] der Druck, p = 789 [kg/m?] ist die
Dichte von Ethanol, u = 1.074-1073 [kg/(ms)] ist die dynamische Viskositéit von
Ethanol (beides bei 298 K) und g [m/s?] ist die Fallbeschleunigung.

(2.4)
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In den Experimenten waren die Losung hinreichend diinn, die Grofle der Teil-
chen hinreichend klein und der Temperaturgradient ebenfalls klein genug, so dass
der Einfluss all dieser Aspekte auf das Stromungsfeld vernachlassigt werden kann.

Die Navier-Stokes—Gleichungen (2.4) miissen noch mit Randbedingungen ab-
geschlossen werden. Der Rand T von Q ist die Vereinigung des Einstromrandes
Ten = {0 em} x (1/3 em,2/3 em) x (1/3 em,2/3 ¢m), des Ausstromrandes
T s = {210 ecm} x (0 em,1 cm) x (0 cm,1 cm) und der Winde des Kanals
fwand =T\ (Fem U Faus) Der Einheits—Auflennormalenvektor am Rand wird mit
ny bezeichnet. Die genauen Bedingungen am Einstrémrand Cein sind unbekannt.
Aber auf Grund der quadratischen Form des Einstromrandes kann man Randbe-
dingungen der Gestalt

ﬁ(f() = em( (f 77) 0 0) b € I‘eina (25)

annehmen, wobei das Profil ¥(¢,n) in dieser Randbedingung die Losung der 2D
Poisson—-Gleichung

—A\If frg 1 ln feina \Ij = 0 auf afein,

ist. Der Parameter Uy, beschreibt die Stéirke der Einstromung. Er muss so gewéhlt
werden, dass die Einstrombedingung mit den aus dem Experiment bekannten Ein-
stromraten iibereinstimmt. Die Randbedingung an der Ausstromung [, ist die
Standard—Ausstrombedingung (do—nothing Bedingung)

(uV(@) — pI) - hz =0, X € Doy, (2.6)

welche oft in numerischen Simulationen verwendet wird. Von den Experimenten
her ist keine Randbedingung am Ausstromrand bekannt. Insbesondere ist nicht
klar, wie gut die unbekannte experimentelle Bedingung mit (2.6) korrespondiert.
Aus diesem Grund wurde die Linge des Simulationsgebiets etwas grofler als die
Lange des experimentellen Gebiets gewahlt (210 em statt 200 ¢m), so dass eine
kleine Ungenauigkeit der Ausflussrandbedingung (2.6) keinen Einfluss auf die
berechneten Ergebnisse in dem Gebiet besitzt, welches zum Ausstromrand des
experimentellen Gebiets korrespondiert. An allen anderen Réndern, den Wénden,
wurde die Haftbedingung

(X)) =0, %€ Dyand,

verwendet.
Die Massenbilanz des Systems wurde durch

dk, N[~ j:’ imax - -
9 _ pac+a-ve +3”V—G(c’)/ L7 dL
at mmOI Zmin
d L Bnuc 7 N
_ Py LB in (0,7.) x Q (2.7)
Mol
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modelliert. In (2.7) bezeichnet ¢ [mol/m?] die Konzentration von Harnstoff, D =
1.35 - 1079 [m?/s] ist der Diffusionskoeffizient von Harnstoff in Ethanol, p¢ =
1323 [kg/m?] ist die Dichte von Harnstoff in der dispersen Phase, ky = /6 [
ist eine Modellkonstante, G(¢,T) [m/s] ist die Wachstumsrate der Teilchen, wel-
che unten in (2.9) genauer spezifiert wird, T [K] ist die Temperatur, mpye =
60.06 - 1073 [kg/mol] ist die molare Masse von Harnstoff, By, = 10® [1/(m3s)]
ist eine konstante Nukleationsrate und £, ist die Endzeit. Der Durchmesser der
Teilchen wird mit L [m] bezeichnet, wobei L., der kleinste Durchmesser ist und
Lumax €ine obere Schranke fiir den groften Durchmesser ist. Die Partikelgrofenver-
teilung wird mit f [1/m?] bezeichnet. Der letzte Term der linken Seite von (2.7)
modelliert die Abnahme von geléstem Harnstoff auf Grund des Wachstums der
Teilchen und der Term auf der rechten Seite den Verbrauch von geléstem Harn-
stoff auf Grund der Nukleation von Teilchen. Die Gleichung (2.7) muss mit einer
Anfangsbedingung und mit Randbedingungen ausgestattet werden. Die Randbe-
dingungen sind durch

é(ga i) = ésat<Tein>7 X € feim
oc ~ -

D ~C = 07 X € FaLus U 1ﬂwandv
8nf

gegeben, mit der Séttigungskonzentration

o~ 35.364+1.305(T — 273.15) [mol
Cone(T) = ( ) { } (2.8)

Mmol m3

Mit diesen Randbedingungen wird (2.7) ohne die Kopplungsterme gelost, bis
ein stationdrer Zustand erreicht ist. Dieser Zustand wird als Anfangsbedingung
¢(0,x) verwendet. Die Wachstumsrate ist durch

~ N\ 9

N )

k, Lt() . falls & > G (T),
Csat (T)

0, sonst,

G T) = (2.9)

gegeben, mit der Wachstumskonstanten k, = 10~7 [m/s| und der Wachstumspo-
tenz g = 0.5 [-].
Die Energiebilanz ist durch

. oT . .
—AAT + pe, (E +u- VT) + 3Ahcrystpdka(6, T) /
Lmin

= —Aheysiphv L2, B in (0,1,) x Q (2.10)

min

gegeben, wobei ¢, = 2441.3 [J/(kg K)] die spezifische Wérmekapazitit von Etha-
nol ist, A = 0.167 [J/(K m s)] ist die thermische Leitfdhigkeit und Aheyyst =
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216.45 [J/kg] beschreibt die Enthalpieéinderung der Losung. Randbedingungen
sind o _ ~

T(tu i) = Teinu X € Feim

PR 0, % € Daus,

B anf _
T(ta i) = Twand7 X € FWanda

mit Thn = 301.15 [K] und Tyana = 291.15 [K]. Das bedeutet, dass die Losung
an den Wanden gekiihlt wird. Als Anfangsbedingung wird ein voll entwickeltes
Temperaturfeld verwendet.

Die Gleichung fiir die Partikelverteilungsdichte ist schliefflich gegeben durch

a_f+~~~a_]~?

o FOET) s+ V] (2.11)

Der Aggregationskern wird durch

- - - - - ~A\3 3
’N{agg(lﬁ L/) - C(brown% <L + L/) (% + %) + Cscher’y <L ‘I’ Ll) |:m?:|
(2.12)
modelliert. Hierbei sind kg = 1,3806504 10~?* [J/K] die Boltzmann-Konstante,
v = y(Va) = v2Vua: Vu [1/s] ist die Scherrate der Stromung und Chown,
Csener sind zwei Konstanten, deren Werte durch Vergleich mit experimentellen
Daten zu bestimmen sind. Der erste Term des Kerns beschreibt die Aggregation,
welche durch die Brownsche Bewegung generiert wird, was vor allem fiir kleine
Teilchen von Bedeutung ist. Der zweite Term modelliert die Aggregation, die
durch die Scherkréfte induziert wird und dieser Term ist fiir grélere Teilchen von
Bedeutung, siehe [4, 27].
Die Anfangsbedingung ist durch

f(0,%,L) =0 in Q X (Lmin, Limax)

gegeben. Das bedeutet, dass zu Beginn keine Teilchen im Strémungsgebiet sind.
Randbedingungen sind nétig auf dem Abschluss der Einstromrénder

- fein(fa 5(, IN/)) b S fein;
fx. L) = B ~ - ~ -
f(t,%, L) — fiir L = Ly, falls G(¢,T) > 0.
G(T)
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Die Partikelverteilungsdichte auf Ty ist durch experimentelle Daten gegeben.
Numerische Simulationen basieren auf entdimensionierten Gleichungen. Fiir

die Herleitung der dimensionslosen Navier—Stokes—Gleichungen wurden die fol-

genden dimensionslosen Groflen definiert

t T oo )

E? €Ty = E7 too = E? Poo = PU4-

_ _ b
u=—,p=—, L=

uOO pOO
Setzt man diese in (2.4) ein und definiert man einen neuen Druck, welcher die
rechte Seite enthélt, dann erhélt man dimensionslose Navier—Stokes—Gleichungen
der Gestalt

v
A -V Vp = 0 inQ
u fut (e Vjusvp S (2.13)
V-u = 0 in Q,
mit der kinematischen Viskositit von Ethanol v = u/p = 1.361-107° [m?/s] und
dem dimensionslosen Gebiet 2. Die dimensionslosen Randbedingungen sind

Uein
u(x) = ” (U(£,1),0,0)7, x € e,
(Re™'V(u)—pl) mr = 0, x € Taus, (2.14)
u(x) = 07 X € 1—‘Wand-

Die dimensionslose Massenbilanz erhalt man mit Hilfe der dimensionslosen
Groflen

c T f -Z/ I/min Emax
—_ — = — = — L:— Lmin: 5 LmaX: . 2].
S e L. L,
Werden diese in (2.7) eingesetzt, ergibt sich
9 D 3p%kyG(c, T)L3, foslow [Fm
g _ Actu.vet PRGle D) / L2f dL
ot loouoo CooUooMmol Lin
Ay L3 . Brueloo L2
= LV min 2 in (0,,) x Q, (2.16)
CooUoomol

mit der Endzeit t, = fouq /ls und der Wachstumsrate

¢ — Csat(T)
G(e,T) = Ko ( Csat (1)

0, sonst,

9
) ., falls ¢ > coue(T),

wobel gt (1) = Csat(TooT') /oo ist, siche (2.8). Die dimensionslosen Randbedin-
gungen sind

~sa Tein
C(t, X) — M’ X E Fein»

B¢ Coo (2.17)
D— = 0, X € [aus U T'wand-

811{‘
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Fiir die Energiebilanz erhélt man

oT A 3A eryst Py G, TYVLE foolog [ Fmex
&2 ATHu-VT+ vl kv Gle. T) L f / L*f dL
Ot looUoopCy PCpUoo T Lo
Ahcr s k L BnuclooL3 .
- ystf PV min 2 in (0,4) x Q. (2.18)
PCpUos T oo

Die dimensionslosen Randbedingungen sind

;

Tein
Tein - s € Feim
A a(;) T
—_— = 0, X € Fausa (219)
looUoso pCp ONp )
Twand
Twand (X) - T—7 X &€ Pwand'

Unter Nutzung von (2.15) erhélt man auch dimensionslose Gleichungen fiir
die Partikelverteilungsdichte
of of

loo
o T )UOOL oL

+u-V,f

(2.20)

—
'l
[\V)
h
=y
©
0o
e
'l
w
|
—
~n
—
w
~
i
~
w
'l
N———

Die Randbedingungen dieser Gleichung lauten

fein(toot7 looxa LOOL)

Flt,x, L) = foo ’

_— fir L = Ly, falls G(c,T) > 0.
FoGle.T) )

X & Feim

QW

Die verwendeten numerischen Verfahren

Alle rdumlichen Diskretisierungen wurden auf Hexaeder—Gittern vorgenommen.
Die Berechnung des Stromungsfeldes bendtigt nur eine rdumliche Diskretisie-
rung. Dafiir wurde das inf-sup stabile Q5 / P35~ Finite-Element verwendet. Dieses
populére Finite-Element [8] kombiniert eine gute Genauigkeit und die Moglich-
keit, die auftretenden Sattelpunktprobleme effizient 16sen zu kénnen [17, 10].
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Die Temperatur und die Konzentration sind durch konvektions—dominante
Gleichungen beschrieben. In den numerischen Simulationen wurde zur Diskreti-
sierung im Raum das ();—Finite-Element zusammen mit dem sogenannten linea-
ren FEM-FCT-Verfahren zur Stabilisierung [26] verwendet. Dieses Verfahren hat
sich als eine der besten stabilisierten Finite-Elemente—Methoden fiir zeitabhéngi-
ge konvektions-dominierte skalare Gleichungen in vergleichenden Studien [23, 24]
erwiesen. Die berechneten Losungen zeigen insbesondere keine unphysikalischen
Ostzillationen.

Das Stromungsfeld, die anfangliche Temperaturverteilung und die anfiangliche
Konzentrationsverteilung wurden in einem Preprocessing—Schritt berechnet.

Die Massenbilanz und die Energiebilanz wurden in der Zeit mit dem im-
pliziten Crank—Nicolson—Verfahren diskretisiert. Dies fiihrt auf eine nichtlineare
Gleichung wegen des letzten Terms auf der linken Seite von (2.16) und (2.18).
Man beachte, dass auch die Partikelverteilungsdichte f von der Konzentration
iiber die Wachstumsrate der Gleichung (2.20) und iiber die Randbedingung fiir
Ly, abhéngt sowie iiber den Aggregationskern von der Temperatur und der Ge-
schwindigkeit. Das nichtlineare System bestehend aus den Gleichungen fiir Kon-
zentration, Temperatur und Partikelverteilungsdichte wird iterativ gelost. Nutzt
man die gegenwértig berechneten Approximationen ¢y, T}, und fk von ¢, T} und
fi fiir den letzten Term der linken Seite von (2.16) und (2.18) ergibt zur diskreten
Zeit t;, eine lineare Konvektions—Diffusions—Gleichung der Gestalt

At D
cr + —k (— Ack + uy - V0k>
2 looUoo
At D
= Ck—1— A Ack_l + Ug_q - Vck_l (221)
2 looUos
dk _ T _ LS ooloo Lmax
+3,0 vG(ch-1,Th-1) L3 f / L, dL)
COOUOOmmOI Lmin
At Uy G(ex, Th) L2 fooloo [T 5 5
. k (310 VG(ckn k) oof / Lka dL)
2 CooUooMmol Liin
p%ky L2 . Buueloo L2
— APV Zmin > ingQ,
CooUoomol

wobei Aty =t —t,_1 die Linge des gegenwértigen Zeitschritts bezeichnet. Glei-
chung (2.21) wird mit dem @;—Finite-Element diskretisiert und mit der linearen
FEM-FCT-Methode stabilisiert. Nachdem die Gleichungen fiir die Temperatur
und die Konzentration geldst sind, wird die Gleichung fiir die Partikelverteilungs-
dichte gelost. Die neuen Approximationen werden dann als ¢, Tk, fk verwendet
und wiederum in (2.21) eingesetzt. Diese Schleife wird solange ausgefiihrt, bis
das Residuum von (2.21) und der entsprechenden Gleichung fiir die Tempera-
tur hinreichend klein ist. Die Kopplung der Gleichungen ist in Abbildung 2.7
dargestellt.
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Abbildung 2.7: Kopplung der Gleichungen im betrachteten Modell.

Gleichung (2.20) fiir die Partikelverteilungsdichte ist eine lineare konvektions—
dominierte Integro—Partielle-Differentialgleichung, welche fiir jeden diskreten Zeit-
punkt in einem vierdimensionalen Gebiet definiert ist. In [20] wurden verschiedene
Verfahren zum Losen dieser Gleichung studiert und miteinander verglichen. Es
stellte sich heraus, dass fiir laminare Stromungsfelder einfache Verfahren dhnliche
Ergebnisse fiir in Anwendungen interessierende Groflen liefern wie komplizierte
und teure Verfahren. Der Fall der laminaren Strémung trifft hier zu und aus die-
sem Grunde wurde ein Vorwérts-Euler—Verfahren kombiniert mit einer einfachen
Upwind-Methode fiir die Diskretisierung von (2.20) genutzt.

Fiir die Berechnung der Aggregationsintegrale wurde ein Verfahren und Soft-
ware der AG Hackbusch verwendet. Fiir eine genaue Beschreibung wird auf den
Bericht dieser Arbeitsgruppe verwiesen.

Die experimentellen Daten und ihre Einbeziehung in die numerischen
Simulationen

Die experimentellen Daten wurden von der AG Sundmacher zur Verfiigung ge-
stellt.

In den Experimenten wurde die Stromungsrate V, [ml/min] = V,./60 [cm?/s]
an der Einstromung vorgegeben. Die Stromungsrate durch die Einstréombedin-
gung (2.14) berechnet sich zu

O /F (W(€,),0,0)" dedy [em?/s).

Demzufolge ist

v,
60 [, (W(&,1),0,0)7 dédy’

wobei das Integral im Nenner durch numerische Quadratur approximiert werden
kann.

Die Randbedingungen fiir die Temperatur wurden durch experimentelle Daten
geméf (2.19) zur Verfiigung gestellt. Auch die Einstrombedingung wurde wie in
(2.17) beschrieben kontrolliert.

Uin
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Teilchen wurden in den Kanal nur in einem Zeitintervall [0, finj] s, tinj] =5 s,
injiziert. Aus den Experimenten wurde eine Raum—Zeit—gemittelte Einstrombe-
dingung zur Verfiigung gestellt, so dass die Randbedingung fiir die Partikelver-
teilungsdichte die Gestalt

P e T\ fmj(i) fiir ¢ € [0, 5] s,
Fn(t; %, L) = { 0 sonst,

besitzt. In allen Experimenten wurde die gleiche Anzahl von Teilchen injiziert.
Ein Raum-Zeit-gemitteltes Profil der Partikeldurchmesser f; ...(L) [1/m] und

des Partikelvolumens Vi,; [m?] waren aus den Experimenten bekannt, siche Ab-
bildung 2.8. Damit wurde die Raum-Zeit—gemittelte Partikelverteilungsdichte,
welche injiziert wurde, durch

r T\ fi,saat(f’> 1
D) = 2522 ]

definiert. Demzufolge ist die Anzahl der injizierten Teilchen durch

Z/rna,x - N - Zmax ~ ~ ~
/ [ finj(L) dL dx = / fi,saat<L) dL
Vvinj Lmin Lmin

gegeben. Vergleicht man zwei Experimente mit der gleichen Injektionszeit finj und
mit unterschiedlichen Stromungsraten, so muss die Einstromung desto schneller
sein, je grofer das injizierte Volumen mit der gleichen Anzahl von Teilchen ist.
Diese Beziehung wurde in den Experimenten durch

f/inj = E {ﬂmm] = Yy [m?]

6 |min

angegeben. Das impliziert, dass je schneller die Einstromung ist, desto kleiner ist
die Partikelverteilungsdichte am Einstromrand.

Ein Raum-Zeit—gemitteltes Profil fiir die Partikelverteilungsdichte am Ein-
stromrand wurde aus den Messdaten gewonnen, siche Abbildung 2.8. Ahnliche
Profile stehen auch fiir die Ausstromung (x = 200 ¢m) zur Verfiigung. Diese
wurden als Vergleich fiir die Losungen der numerischen Simulationen verwendet.
Ebenfalls wurden Raum-Zeit-gemittelte Profile fiir den Volumenanteil der Parti-
kelverteilungsdichte zur Verfiigung gestellt. Sei x € €2, dann ist der Volumenanteil
durch o ~

L3f(t,%x, L)
[Fmex [3f(,%, L) dL

Lmin

Q3(£, 5(7 ZN—J) =

definiert. Der normierte Volumenanteil der Partikelverteilungsdichte am Ein-
stromrand ist ebenfalls in Abbildung 2.8 gegeben.
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Abbildung 2.8: fi,saat(i) am Einstromrand (links) und der normierte Volumen-
anteil der Partikelverteilungsdichte (rechts).

Eine numerische Studie

In diesem Abschnitt wird exemplarisch eine numerische Studie vorgestellt. Die
folgenden Referenzwerte wurden fiir die Simulationen verwendet

loo = 0.01 m, us = 0.01 m/s, Too =1 K, cop = 1000 [mol /m?],
Lo =210 m, foo =10° 1/m?*, Lyim = 2.5 107 m, Lyayx =2 1075 m.

Wesentliche Merkmale des betrachteten Problems bestehen darin, dass das
Stromungsgebiet sehr lang im Vergleich zu seiner Breite ist und dass es ei-
ne bevorzugte Stromungsrichtung gibt. Dies legt die Verwendung anisotroper
Gitter nahe, siehe Abbildung 2.9. In allen Abbildungen des Stromungsgebiets
wurde die x1-Koordinate zur besseren Prisentation der Ergebnisse geeignet ska-
liert. Am Einstromrand ist das Seitenverhéltnis (Verhéltnis von langster Kante
zur kiirzesten) der Gitterzellen noch recht klein gewiahlt, um die Rezirkulation
auflosen zu konnen. Das Seitenverhéltnis wichst dann stromabwérts an. Am Ende
des Stromungsgebiets besitzen die Gitterzellen ein Seitenverhéltnis von 30.

Abbildung 2.9: Die Triangulierung des Stromungsgebiets.

Das relative grofie Seitenverhéltnis fithrte zu einigen Schwierigkeiten bei der
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Berechnung des Stromungsfeldes durch Losung der stationdren Navier—Stokes—
Gleichungen (2.13), (2.14). Insbesondere die Fixpunktiteration benétigte viele
Iterationen. Aber fiir jedes Referenzexperiment bendtigte man die Losung der
Navier—Stokes—Gleichungen nur einmal, was als Preprocessing—Schritt vorgenom-
men wurde.

Beziiglich des Gitters fiir die innere Koordinate gab es sich widersprechende
Anforderungen. In Abbildung 2.8 kann man sehen, dass insbesondere kleine Teil-
chen in die Stromung injiziert wurden. Aus diesem Grunde sollte man ein feines
Gitter fiir die innere Koordinate fiir kleine Durchmesser verwenden. Aber der Al-
gorithmus zur Berechnung der Aggregationsintegrale besitzt auf Gittern, welche
gleichméBig hinsichtlich der Masse sind, seine besten Eigenschaften. Solche Gitter
sind aber in Hinblick auf den Durchmessers fiir grofe Durchmesser verfeinert. Als
Kompromiss wurde ein Gitter gewéhlt, welches zum einen beziiglich der kleinen
Durchmesser verfeinert ist und zum anderen lokal gleichméfig hinsichtlich der
Masse ist. In [9] wurde ein Algorithmus angegeben, welcher auf solchen Gittern
Masse erhaltend ist. Das verwendete Gitter ist in Abbildung 2.10 zu sehen. Es
besitzt 94 Knoten.

Durchmesserf=

A A . A L A . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Durchmesser [ ml

Abbildung 2.10: Das Gitter beziiglich der inneren Koordinaten.

Alle Simulationen wurden mit dem Programm MOONMD [18] durchgefiihrt.
Auf den verwendeten Gittern besitzt die Geschwindigkeit 496 875 Freiheitsgrade,
der Druck 76 032 Freiheitsgrade, die Konzentration und die Temperatur je 22 477
Freiheitsgrade und die Partikelverteilungsdichte 2 112 838 Freiheitsgrade.

Exemplarisch wird hier das Referenzexperiment betrachtet, welches mit ei-
ner Einstromrate von V, = 30 ml /min durchgefithrt wurde. Die Reynolds—Zahl
der Stromung, basierend auf der mittleren Geschwindigkeit an der Einstromung
U = 4.5 cm/s, dem Durchmesser des Kanals, L = 1 em und der kinetischen Vis-
kositédt von Ethanol v = u/p = 1.3612 1075 m?/s, ist Re ~ 331. Das stationiire
Stromungsfeld und die Anfangstemperatur sind in Abbildung 2.11 dargestellt.

Die Verweilzeit der Teilchen im Stromungsgebiet ist etwa 200 — 250 sec. In
den Simulationen konnte beobachtet werden, dass Nukleation und Wachstum der
Teilchen von untergeordneter Bedeutung fiir die Entwicklung der Partikelvertei-
lungsdichte sind. Der wesentliche Mechanismus ist die Aggregation. In den nume-
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Abbildung 2.11: Stationéres Stromungsfeld und Anfangstemperatur fiir eine Ein-
stromrate von V, = 30 ml/min.

rischen Studien wurden die Parameter Chrown und Cieper aus (2.12) identifiziert,
siehe Abbildung 2.12. Gute Modellparameter sind Ch,own = 4€5 und Cyeper = 0.4.

2.2 Verwertbarkeit der Ergebnisse

Dieses Teilprojekt verfolgte das Ziel, moderne numerische Verfahren zur Simula-
tion gekoppelter Populationsbilanzsysteme zu entwickeln, zu implementieren und
zu studieren. Es wurden grundlegende Schritte dazu durchgefiihrt. Die Imple-
mentationen bieten die Basis fiir weitere Untersuchungen und Entwicklungen.
Fiir Anwendungen muss insbesondere geklédrt werden, inwieweit unterschied-
liche Herangehensweisen, beispielsweise auf der einen Seite die direkte Diskreti-
sierung des gekoppelten Systems und auf der anderen Seite Momentenmethoden,
oder unterschiedliche numerische Methoden die Qualitdt der Simulationsergeb-
nisse beeinflussen. Aus [20, 21] ist bekannt, dass dieser Einfluss bei der Simulati-
on von Fillungsprozessen erheblich sein kann. Studien dieser Art wurden bisher
kaum durchgefiihrt, sind aber fiir die Bewertung der Zuverlassigkeit der numeri-
schen Simulationen von grofler Bedeutung. Die in diesem Projekt implementierten
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Abbildung 2.12: Parameterstudien zur Kalibrierung der Konstanten C},own und
Cscher im Kern (2.12).

Methoden werden dabei von Bedeutung sein.

Innerhalb der AG John wird weiterhin aktiv an numerischen Verfahren fiir
die numerische Simulation von Populationsbilanzsystemen gearbeitet. So wurde
begonnen, QMOM und Operator—splitting—Verfahren zu implementieren. Zusam-
men mit der innerhalb dieses Projekts entwickelten direkten Diskretisierung fiir
Populationsbilanzsysteme steht dann ein Werkzeug zur Verfiigung, mit dessen
Hilfe die Vor— und Nachteile der unterschiedlichen Methoden studiert werden
konnen.

Des Weiteren sind die entwickelten Verfahren und der erarbeitete Code die
Grundlage dafiir, die betrachteten Verfahren auf Populationsbilanzsysteme zu
erweitern, in denen die Teilchen zwei innere Koordinaten besitzen.

2.3 Fortschritte auf diesem Gebiet bei anderen
Stellen

Nach wie vor werden Simulationen von gekoppelten Systemen von Partikelvertei-
lungsdichten mit Stréomungen, Temperatur etc. im Allgemeinen mit Momenten-
methoden durchgefiithrt. Unseres Wissens ist der innerhalb dieses Projekts ent-
wickelte Code derzeit der einzige, der das gekoppelte System direkt diskretisiert
wobei die Aggregation enthalten ist.

Numerische Studien zum Vergleich der unterschiedlichen Herangehensweisen
gibt es nicht.

2.4 Veroffentlichungen

Veroffentlichungen in Fachzeitschriften

e V. John, A. Kindl, C. Suciu. Finite Element LES and VMS Methods on
Tetrahedral Meshes. J. Comp. Appl. Math., 233: 3095 - 3102, 2010
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Veroffentlichungen auf Fachtagungen

e W. Hackbusch, V. John, A. Khachatryan, C. Suciu. On Numerical Methods
for the Simulation of 3D /4D Population Balance Systems. 4th International
Conference on Population Balance Modelling PBM 2010, Berlin

Die Arbeiten [23, 24, 22, 20, 21] waren auch durch Problemstellungen dieses
Projekts motiviert.

Vortrige, in denen die Ergebnisse dieses Projekts priasentiert wurden

e V. John. Seminarvortrag, TU Dresden, 2010

e V. John. Seminarvortrag, KIT Karlsruhe, 2009

C. Suciu. 22. Chemnitzer FEM-Symposium, Chemnitz, 2009

V. John. 23rd Biennial Conference on Numerical Analysis, Glasgow, 2009

V. John. MAFELAP, Brunel, 2009

V. John. Algoritmy, Podbanske, 2009
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