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1. Einleitung                                              

Die Simulation großer Proteinkomplexe und anderer biologischer Systeme in realistischen 
Umgebungen rückt zunehmend in den Fokus der molekularen Modellierung. Gleichzeitig 
wächst die Größe und strukturelle Komplexität der zu untersuchenden Teilchensysteme 
beständig – von einigen tausend bis zu mehreren Millionen Atomen – und damit auch der 
Bedarf an hoch skalierbaren Rechenverfahren. In diesem Kontext stellt insbesondere die 
Elektrostatik  den  maßgeblichen  Anteil  der  Gesamtrechenzeit  dar.  Eine  exakte,  aber 
zugleich schnelle Berechnung der Coulomb-Wechselwirkungen ist deshalb unverzichtbar.

Die Fast Multipole Methode (FMM) hat sich als einer der vielversprechendsten Algorithmen 
(Abb. 1) zur Behandlung der elektrostatischen Wechselwirkungen etabliert. Sie bietet eine 
lineare Zeitkomplexität und beinahe lineare Kommunikationskomplexität, sodass sie – im 
Gegensatz  zur  Fast  Fourier  Transform  (FFT)  –  keinen  gravierenden  Engpass  bei  der 
Skalierung  auf  einem  modernen  Mehrknoten-Supercomputer  aufweist.  Darüber  hinaus 
erlaubt  die  FMM  die  Modellierung  offener  Systeme,  inhomogener  bzw.  geclusterter 
Partikelverteilungen  ohne  nennenswerten  Overhead  im  Vergleich  zur  klassischen 
periodischen Berechnung.  Ebenfalls  ermöglicht  sie  dem Nutzer  die  Genauigkeit  bis  zur 
Maschinengenauigkeit präzise zu verändern. Auch physikalische Erweiterungen, wie etwa 
Lambda-Dynamik,  lassen  sich  in  der  Multipoldarstellung  mit  minimalem  Mehraufwand 
einbinden.

Die aktuelle Hardware-Landschaft (Abb. 2) wandelt sich rasant hin zu GPU-Clustern. Die 
TOP500 Liste zeigt, dass mehr als 80 % der FLOP-Gesamtleistung für 64bit Arithmetik aus 
der  GPU  stammen,  während  der  Beitrag  der  CPU  in  modernen  Systemen  bereits 
vernachlässigbar ist. 
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Für  32bit  Arithmetik  oder  Datentypen  mit  geringerer  Bitanzahl  verschiebt  sich  das 
Verhältnis noch weiter Richtung GPU mit über 95%. Unter dieser Prämisse wird ein reiner 
GPU-Code  nur  dann  sinnvoll,  wenn  der  zugrunde  liegende  Algorithmus  ausreichend 
Parallelisierungspotenzial bietet. Der Nahfeld-Teil der FMM lässt sich dank seiner lokalen 
und  meist  unabhängigen  Berechnungen  besonders  gut  parallelisieren.  Auch  der 
Fernfeld-Teil ist parallelisierbar, wenngleich die hierarchische Baumstruktur zusätzlichen 
Aufwand  mit  sich  bringt.  Im  Gegensatz  zu  etablierten  FFT-Bibliotheken,  die  für  das 
Particle-Mesh-Ewald-Verfahren  (PME)  existieren,  gibt  es  bislang  keine  vergleichbaren, 
hochoptimierten  GPU-Bibliotheken  für  die  FMM  –  ein  Umstand,  der  sowohl  Heraus-
forderung als auch Chance für die Weiterentwicklung darstellt.

Neben den bekannten Schwierigkeiten bei der Parallelisierung des FMM Fernfeldes und 
dem hohen Energie-Drift der FMM bei vergleichbarer Genauigkeit überwiegen die Vorteile.  
Alle  genannten  Eigenschaften  machen  die  FMM  zu  einem  besonders  geeigneten 
Kandidaten für die aktuelle und kommende Generation von GPU-Exascale Rechners für 
hoch skalierbare Molekulardynamik-Simulationen.
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Abbildung  1:  Vergleich  der  Komplexität  der  verschiedenen  Methoden  zur  Berechnung  der  Coulomb-
Wechselwirkung.

Abbildung 2: Anteil der Peak-Performance GPU/CPU  mit 64bit FLOPS der Top 3 Supercomputer in der Welt 
(siehe TOP500 Liste November 2025). Der überwiegende Teil der Rechenleistung kommt ausschließlich von 
der GPU. 



2. Wissenschaftlich-technische Ergebnisse dieses Teilvorhabens

2.1 Reduktion der Operatorkomplexität von O(p4) auf O(p3)
In  der  klassischen  Fast-Multipole-Methode  (FMM)  werden  die  Translation-Operatoren 
häufig  mit  einer  Komplexität  von  O(p⁴) realisiert.  Diese  Variante  ist  relativ  leicht  zu 
implementieren,  limitiert  allerdings  die  mögliche  benutzerdefinierte  Genauigkeit  stark, 
weil  die hohe Komplexität bei  exakten Rechnungen schnell  zum Flaschenhals wird.  Auf 
modernen  GPU-Clustern  wie  Jupiter  zeigt  sich,  dass  die  Laufzeit  primär  durch  die 
eigentliche Rechenzeit bestimmt wird – das Laden der Daten ist vergleichsweise unkritisch 
– sodass die Ressourcennutzung bei O(p⁴)-Operatoren sehr gut ist.

Theoretisch bietet ein O(p³)-Ansatz deutlich bessere Skalierungseigenschaften hinsichtlich 
der Genauigkeit: Der Aufwand wächst nur kubisch mit der Expansionsordnung  p, sodass 
höhere  p-Werte  für  ähnliche  Rechenzeit  erreichbar  sind.  Der  bislang  übliche, 
rotationsbasierte  Algorithmus  (mit  Drehmatrizen)  ist  jedoch  nicht  optimal  für  die 
Architektur einer GPU, weil er durch die Nutzung eine hohe Anzahl von unterschiedlichen 
Drehmatrizen die Speicherbandbreite bereits ausschöpft und damit nicht die verfügbaren 
Rechen-Ressourcen nutzen kann.

Um  dieses  Defizit  zu  beheben,  haben  wir  einen  angepassten  O(p³)-Fast-Algorithmus 
entwickelt, der statt 16 Drehmatrizen nur eine  Spiegelmatrix verwendet. Diese lässt sich 
auf der GPU ideal  im Cache vorhalten.  Damit wird die Hardwareausnutzung maximiert, 
ohne zusätzliche Speicherbandbreite zu beanspruchen.

Die  neuen  E2E-Operatoren (Expansion-2-Expansion-Operatoren)  bestehen  nun  aus 
mehreren klar definierten Teilschritten (Abb. 3):

1. Vorwärtsrotationen – Drehungn in z-Richtung 

2. Shift – Verschiebung der Multipole/lokalen Entwicklungen, 

3. Rückwärtsrotationen – Rückdrehungen aus z-Richtung. 

Alle  klassischen  FMM-Translationen  –  M2M,  M2L und  L2L –  profitieren  von  dieser 
Darstellung,  weil  sie  identisch  als  Ketten  von  Vorwärts-Shift-Rückwärts-Operationen 
formuliert werden können (Abb. 4).
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Ein  weiterer  wichtiger  Aspekt  ist  die  Modularität:  Der  O(p³)-Kernel  kann  als  Plugin in 
bestehende Bibliotheken integriert werden. Jede Routine, die bislang den O(p⁴)-Operator 
verwendet hat, lässt sich ohne weitere Änderungen durch den neuen Kernel ersetzen. Der 
Austausch  ist  rein  auf  API-Ebene  möglich  und  erfordert  keinerlei  Umbau  der  darüber 
liegenden Algorithmen.

Trotz der geringeren theoretischen Komplexität saturiert die GPU-Implementierung des 
O(p³)-Kernels alle verfügbaren Recheneinheiten – genau wie das O(p⁴)-Pendant,  jedoch 
mit  einem  deutlich  kleineren  Rechenaufwand  pro  Interaktion.  Die  algorithmisch 
verbesserten Operatoren sind auf der GPU damit durchweg schneller als die traditionellen 
O(p⁴)-Operatoren bzw. ermöglichen bei gleicher Rechenzeit eine höhere Genauigkeit (Abb. 
5). Dieser Fortschritt eröffnet neue Möglichkeiten für hochpräzise Simulationen bei denen 
die GPU-Performance bislang ein limitierender Faktor war.
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Abbildung 3: Darstellung der Komplexität der FMM Operatoren bezüglich der Einfachheit ihrer Parallelisierung 
auf CPUs oder GPUs. Die Implementierung von P3 fast ist erforderlich um die verbesserte Komplexität effizient 
auf einer GPU nutzen zu können.

Abbildung 4: Vergleich der verbesserten O(p3) Operatoren im Vergleich zur aktuell besten verfügbaren FMM 
mit O(p4) Komplexität. Für Float und besonders Double Datentypen ergibt sich für geringe Multipolordnung 
(p=4), aber auch für hohe Multipolordnung (p=12) eine deutliche Verbesserung der Laufzeit.



2.2 Adaptiver FMM-Baum

Die  klassische  Molekulardynamik  (MD)  geht  in  den  meisten  Implementierungen  von 
homogen  verteilten,  periodischen  Teilchensystemen aus.  Für  genau  diese 
Rahmenbedingungen ist das Particle-Mesh-Ewald-Verfahren (PME) seit langem das Mittel 
der Wahl,  weil  es  die periodische Randbedingung und die gleichmäßige Teilchendichte 
optimal ausnutzen kann und hoch-optimiert implementiert ist.

Probleme entstehen jedoch, sobald das zu simulierende System nicht-periodisch ist oder 
die Teilchen  geclustert vorliegen – beispielsweise bei Sprays, Tropfen-Formationen oder 
anderen  stark  inhomogenen  Verteilungen.  Unter  diesen  Umständen  verliert  PME seine 
Effizienz:  Das  reguläre  Gitter  muss  meist  überdimensioniert  werden,  und  die 
Ewald-Summation  wird  durch  die  fehlende  Periodizität  und  die  ungleichmäßige 
Teilchendichte ungeeinet.

Die Arbeitsgruppe unseres Kooperationspartners um Prof.  Jochen Hub  beschäftigt  sich 
genau  mit  diesen  neuen  Anforderungsprofilen.  Ziel  ist  es,  MD-Simulationen  zu 
ermöglichen,  die  nicht-periodische  und  stark  geclusterte Partikelkonfigurationen 
realistisch und performant abbilden können.

Hier kommt die  Fast-Multipole-Methode (FMM) ebenfalls zum Einsatz. Im Gegensatz zu 
PME  agiert  die  FMM  lokal  adaptiv:  Sie  ordnet  nur  die  vorhandenen  Teilchen  in  einem 
hierarchischen  Octree ein.  Für  stark  inhomogene  Systeme  führt  dies  zu  einer  sehr 
kompakten  Baumstruktur,  in  der  nur  die  tatsächlich  besetzten  Teilbäume  explizit 
behandelt werden.
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Abbildung 5:  Logarithmische Darstellung der Laufzeit  der FMM mit  O(p3)  und O(p4)  Operatoren über einen 
großen Genauigkeitsbereich mit Multipolordnung p=0 bis p=20. Neben der Verbesserung durch die geringere 
Komplexität erlaubt die Adaptivität der Multipole im Interaktionsset eine weitere Reduzierung der Laufzeit. 



Damit  das  Prinzip  jedoch voll  ausgenutzt  werden kann,  muss der  Octree  auch  adaptiv 
gespeichert werden  –  das  bedeutet,  leere  Boxen  dürfen  nicht  mehr  explizit  im  Baum 
abgelegt  werden.  Dieser  sparsame  Ansatz  reduziert  den  Speicherbedarf  erheblich, 
erfordert jedoch einen höheren Verwaltungsaufwand: Das dynamische Einfügen, Löschen 
und Traversieren von Knoten muss nun jederzeit prüfen, ob ein Kind-Knoten existiert.

Trotz dieses Mehraufwands ermöglicht die adaptive Speicherstrategie eine hoch effiziente 
Berechnung für  Anwendungen  wie  Sprays,  Aerosole  oder  andere  nicht-homogene 
Teilchenverteilungen. In Benchmarks zeigt sich, dass die Laufzeit gegenüber PME deutlich 
verbessert werden kann,  weil  nur die wirklich relevanten Wechselwirkungen behandelt 
werden  und  leere  Regionen  kaum  Rechenzeit  kosten.  Eine  erste  prototypische 
Implementierung der adaptiven FMM hat bereits gezeigt, dass sie schneller als das beste 
verfügbare PME-Setup bei vergleichbaren Genauigkeitsanforderungen ist. Der Gewinn ist 
besonders groß, wenn die Teilchen stark geclustert und das System nicht-periodisch ist.

Ein offenes Problem bleibt jedoch die  Parallelisierung auf GPUs. Beim klassischen PME 
lässt sich dank des regelmäßigen Gitters ein hoher Datenparallelismus erzielen, während 
der adaptive Octree unregelmäßige Speicherzugriffe und unterschiedliche  Arbeitspakete 
erzeugt. Dadurch ist es schwierig, die GPU-Recheneinheiten gleichmäßig auszulasten.

Insgesamt  bietet  die  adaptive  FMM  damit  einen  vielversprechenden  Ansatz,  um  die 
wachsenden  Anforderungen  an  MD-Simulationen  mit  nicht-periodischen  und  stark 
heterogenen Teilchenverteilungen zu erfüllen – auch wenn die vollständige Ausnutzung 
von GPU-Ressourcen noch weiter optimiert werden muss.
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Abbildung 6: Vergleich der Anzahl an Knoten in einem Baum für einen vollständigen Baum (blau), einen 
homogenen Salzkristall  (grün)  und eine Coulomb-Explosion (rot).  Die  grünen und roten Datenpunkte 
zeigen deutlich, dass ab einer gewissen Maximaltiefe der adaptive Baum immer die geeignetere Wahl ist  
und der Speicherbedarf mit der Anzahl der Teilchen und nicht der Anzahl der Level im Baum skaliert. 



2.3 Moderne Internode Parallelisierung
Moderne  CPU- oder  GPU-Cluster  bestehen  aus  mehreren  Knoten,  wobei  jeder  Knoten 
mehrere CPUs mit mehreren Kernen sowie mehrere GPUs enthält. Um alle vorhandenen 
Ressourcen gleichzeitig nutzen zu können, muss der Datenaustausch explizit zwischen den 
Knoten  oder  den  einzelnen  Komponenten  eines  Knotens  stattfinden.  Klassischerweise 
erfolgt dieser Austausch über MPI. Da wir jedoch eine vollständige GPU-Implementierung 
besitzen, ist MPI nicht die optimale Wahl.

Für die Kommunikation mittels MPI muss die CPU beteiligt sein. Das bedeutet entweder, 
dass  die  Daten  von  der  GPU  auf  die  CPU  kopiert  werden,  bevor  die  MPI-Routinen 
aufgerufen werden, oder dass der GPU-Rechenkernel erst beendet wird,  damit MPI die 
Kommunikation  von  der  CPU  aus  initiieren  kann.  Beide  Vorgehensweisen  verursachen 
unnötig hohe Kosten durch zusätzliche Kopien und Synchronisationsaufwände.

Ein alternativer Ansatz nutzt SHMEM – in unserem Fall NVshmem von Nvidia – um Daten 
direkt von einer GPU auf eine andere GPU zu übertragen. Im Unterschied zu MPI kann diese 
Übertragung bereits  aus  dem laufenden CUDA-Kernel  heraus initiiert  werden.  Dadurch 
wird  die  Latenz  reduziert  und  überflüssige  Kopien  zwischen  GPU  und  CPU  können 
vermieden werden. Die Portabilität bleibt erhalten, weil  auch auf GPU-Clustern anderer 
Hersteller vergleichbare Bibliotheken existieren, etwa ROCshmem von AMD.

7

Abbildung  7:  Vergleicht  man  die  Rechenzeit  für  (links)  ein  homogen  verteiltes  Teilchensystem  und 
(rechts)  sehr  geclusterten  Systems  auf  einem  vollständigen  Octree  kann  man  in  beiden  Fällen  eine 
Reduktion der Laufzeit feststellen. In der linken Abbildung wird diese ab Baumtiefe 7 sichtbar, da hier die 
Anzahl der besetzten Boxen im Baum deutlich geringer ist als vorher. D.h. das besonders für ungenauere 
Berechnungen, welche eine hohe Baumtiefe erfordern, Adaptivität von Vorteil ist. Für ein geclustertes 
System ergibt sich sogar durchweg eine bessere Laufzeit. Desweiteren ermöglicht die Adaptivität weitere 
Optimierungen, da der Speicherbedarf eines vollständigen Octrees (Tiefe 8) nicht mehr im Haupspeicher 
abgebildet werden kann.



NVshmem basiert auf dem PGAS-Ansatz (Partitioned Global Address Space). Für maximale 
Performance setzen wir ausschließlich einseitige Kommunikation über „put“ ein, d. h. Daten 
werden  direkt  in  den  Speicher  einer  anderen  GPU  geschrieben,  ohne  dass  die 
Empfänger-GPU aktiv werden muss. Die zentrale Schwierigkeit liegt dabei in der korrekten 
Berechnung der Halo-Region (Abb. 8), die von der Ziel-GPU benötigt wird, sowie in der 
Bestimmung  der  exakten  Zieladresse  im  entfernten  Speicher.  Sobald  die  Zieladresse 
bekannt ist, erfolgt die Übertragung vollständig asynchron, sodass die sendende GPU ihre 
Berechnungen fortsetzen kann, während die Daten im Hintergrund übertragen werden.

Eine Proof-of-Concept-Implementierung ist  bereits vorhanden, allerdings derzeit  auf  2ⁿ 
GPUs  beschränkt.  Erste  Performance-Messungen  zeigen  ein  vielversprechendes 
Skalierungs-Verhalten, wobei noch weiteres Tuning nötig ist, da die Technologie sehr neu 
ist und in der wissenschaftlichen Community bislang wenig Erfahrung vorliegen.

2.4 Verbesserung des Energiedrifts der FMM
Für einen gegebenen Kraftfehler ist der Energiedrift der Fast-Multipole-Methode (FMM) 
im Vergleich zum Particle-Mesh-Ewald-Verfahren (PME) höher. Das liegt daran, dass bei 
der FMM die langfristige Energieerhaltung stark von der Genauigkeit der Multipolnäherung 
abhängt, während PME durch die regelmäßige Gitter-Fourier-Transformation intrinsisch 
eine  besser  kontrollierte  Energiesumme liefert.  Um den gleichen Drift  wie  bei  PME zu 
erreichen, muss deshalb die Multipolanzahl p erhöht werden. In unseren systematischen 
Tests lässt sich bereits bei p = 8 ein Drift-Niveau beobachten, welches mit dem von PME bei 
üblichen Parametern vergleichbar ist. Eine weiter steigende Ordnung reduziert den Drift 
noch weiter,  sodass Anwendungen,  die sehr hohe Genauigkeiten oder einen besonders 
geringen  Energiedrift  verlangen  –  etwa  lange  Zeit-Stabilitätsstudien  von 
Protein-Faltungen oder präzise Berechnungen von freien Energieunterschieden – ebenfalls 
von der FMM profitieren können.
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Abbildung 8:  Die  Laufzeit  der  lokalen Berechnung der Halo für  den Versand über  das Netzwerk.  Die 
eigentliche Kommunikation kann nach erfolgreicher Berechnung überlappend (asynchron) stattfinden.



Ein neuer Ansatz zur Reduktion des Energiedrift wird durch den Einsatz adaptiver Multipole 
ermöglicht.  Das Grundprinzip besteht darin,  die Ordnungszahl  p lokal  an die  benötigte 
Genauigkeit  anzupassen:  In  Bereichen  des  Simulationsvolumens,  in  denen  die  Kräfte 
schwächer variieren, kann eine niedrige Multipolordnung ausreichen, während in dichten, 
stark  wechselwirkenden  Regionen  eine  höhere  Ordnung  verwendet  wird.  Durch  diese 
gezielte  Allokation von Genauigkeit  wird nicht  nur der  lokale Fehler  reduziert,  sondern 
gleichzeitig die Gesamtzahl der zu berechnenden Multipolkoeffizienten verringert. In vielen 
Testfällen führt das zu einer geringeren Gesamtrechenzeit im Vergleich zu einer statisch 
gewählten,  hohen  Multipolordnung,  weil  ein  Großteil  der  Baumknoten  mit  niedriger 
Ordnung bearbeitet werden können.

Die  Umsetzung  adaptiver  Multipole  auf  Grafikkarten  erfordert  jedoch  zusätzliche 
Verwaltungs- und  Synchronisationsstrukturen.  Weiterhin  muss  die  Reduktion  von 
Koeffizienten unterschiedlicher Ordnung in einem einzigen Reduktionsschritt möglich sein, 
sonst  entstehen  zusätzliche  Ströme  von  Datenbewegungen  zwischen  den 
Speicherhierarchien. 

Ein weiteres offenes Problem ist die Lastverteilung auf der GPU. Da die adaptive Wahl von 
p  zu  variierenden  Arbeitslasten  führt,  kann  es  zu  Unterauslastung  einzelner  Threads 
kommen. 

Zusätzlich  muss  das  adaptive  Verfahren  transparent  mit  vorhandenen 
Zeitschritt-Integratoren  zusammenarbeiten,  weil  die  Ordnungszahl  p  bei  jedem 
Integrationsschritt  neu  evaluiert  werden  kann.  Eine  zu  häufige  Anpassung  würde  den 
Overhead  erhöhen,  während  zu  seltene  Anpassungen  die  potenzielle  Genauigkeits-
verbesserung zunichte machen.

Insgesamt zeigt die Analyse, dass die adaptive Multipol-Strategie das Potenzial hat, den 
Energiedrift signifikant zu reduzieren und gleichzeitig die Rechenzeit zu senken  (Abb. 9). 
Dennoch  bleibt  die  Implementierung  auf  GPUs  anspruchsvoll,  weil  sie  zusätzliche 
Datenstrukturen, komplexe Speicherzugriffsmuster und eine sorgfältige Lastbalancierung 
erfordert. Weiterführende Forschung ist nötig, um robuste Algorithmen zu entwickeln, die 
diese Herausforderungen adressieren und die Vorteile der adaptiven FMM in produktiven 
MD-Codes nutzbar machen.
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Abbildung 9: Identisches Driftverhalten der FMM für die klassische O(p4) Referenzimplementierung (rot) zur 
neuen O(p3)  Implementierung (grün). Der Drift der FMM kann weiter reduziert werden durch (a) Erhöhung der 
Multipolordnung (blau) oder (b) der Anwendung adaptiver Multipole (orange). Die Rechenzeit im Vergleich zur 
O(p4) Variante bleibt dabei vergleichbar.



2.5 Verbesserung der Stabiltät der FMM für Float Datentypen
Die FMM ist  grundsätzlich  für  den 64-Bit-Gleitkomma-Datentyp (FP64)  stabil,  weil  die 
verwendeten  Formeln  und  Rekursionsschritte  in  diesem  breiten  Zahlenbereich  ohne 
numerische  Probleme  ausgeführt  werden  können.  Bei  der  Verwendung  von 
32-Bit-Gleitkommazahlen (FP32) entsteht jedoch ein erhebliches Risiko für Überläufe, weil 
die FMM nur einen kleineren Zahlenbereich zur Verfügung hat – etwa bei der Berechnung 
von Multipolkoeffizienten oder bei der Aggregation von Koeffizienten über viele Ebenen 
eines  Baums.  Ein  Überlauf  führt  sofort  zu  unendlichen  (Inf)  oder  undefinierten  (NaN) 
Ergebnissen, was in der Molekulardynamik (MD) nicht akzeptabel ist, da die gleichen Kräfte 
in jeder Zeitschritt-Iteration neu berechnet werden müssen und ein einziger fehlerhafter 
Schritt die gesamte Simulation korrupt macht.

Das  Problem  verschärft  sich,  je  tiefer  der  Baum  ist  und  je  höher  die  gewählte 
Multipolordnung.  In  tiefen  Baumstrukturen  werden  zahlreiche  Zwischenergebnisse 
kumuliert, und bei hohen Multipolordnungen wachsen die Koeffizienten schnell über den 
Darstellungsbereich  von  FP32  hinaus.  Um  diese  Situation  zu  beheben,  wurde  die 
mathematische Darstellung der Multipole sowie der lokalen Entwicklungen neu formuliert.

Durch geeignete Skalierung und die Einführung von Zwischenschritten, die stets innerhalb 
des sicheren Wertebereichs von FP32 bleiben, lassen sich potenzielle Überläufe vollständig 
eliminieren.  Das  Ergebnis  ist,  dass  die  FMM  nun  auch  mit  FP32  oder  noch  kleineren 
Datentypen stabil betrieben werden kann, ohne dass Inf- oder NaN-Werte auftreten.

Diese Weiterentwicklung ist besonders wichtig für moderne GPU-Codes. Auf vielen GPUs 
ist FP64 mittlerweile eine teure/seltene Komponente, weil die Unterstützung für doppelte 
Genauigkeit in der Hardware begrenzt ist. Moderne Grafikkarten verfügen häufig nur über 
wenige FP64-Einheiten, während die meisten Recheneinheiten für FP32 optimiert sind.

Durch die Möglichkeit, die FMM zuverlässig mit FP32 zu betreiben, können Entwickler die 
verfügbaren  Ressourcen  besser  ausnutzen  und  gleichzeitig  von  speziellen 
Beschleunigungseinheiten  wie  den  Tensor-Cores  profitieren,  die  ausschließlich  für 
niedrige  Präzisionen  konzipiert  wurden.  Damit  wird  nicht  nur  die  Rechenleistung 
gesteigert,  sondern  auch  der  Energieverbrauch  reduziert,  weil  die  hardwareseitig 
effizienteren FP32-Operationen verwendet werden. Die stabile FP32-Implementierung der 
FMM eröffnet somit neue Anwendungsszenarien, in denen sowohl hohe Performance als 
auch ausreichende Genauigkeit gefordert sind.

3. Verwendung der Zuwendungsempfänger
Mit den Mitteln dieses Projektes ist zu 100% ein wissenschaftlicher Mitarbeiter finanziert 
worden. Zusätzlich wurde das Projekt zeitweise durch zwei wissenschaftliche Hilfskräfte 
(außerhalb der Förderung) unterstützt.
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4. Erzielte Ergebnisse mit Gegenüberstellung der vereinbarten Ziele
Siehe  Abschnitt  2.  Änderungen  im  Arbeitsplan  wurden  durch  die  Insolvenz  und  damit 
Nichtverfügbarkeit der Sipearl  CPUs durchgeführt.  Alle Projektziele welche die Nutzung 
von CPUs vorgesehen hatten, wurden wenn möglich auf die GPU übertragen.

5. Notwendigkeit und Angemessenheit der geleisteten Projektarbeiten
Alle im Rahmen des Projektes durchgeführten Arbeiten waren wissenschaftlich notwendig 
und angemessen.

6.  Voraussichtlicher Nutzen

Siehe hierzu ab Abschnitt 2.1. Besonders die nun mögliche Alternative zu PME bietet hier 
großes Potential. Da der Source-Code frei verfügbar ist, können andere wissenschaftliche 
Arbeitsgruppen auf die Implementierung zurückgreifen und weiterführende Simulationen 
durchführen.

7. Bekanntgewordener Fortschritt auf dem Gebiet des Vorhabens
Fortschritte an anderen Stellen, welche mit dem Teilprojekt vergleichbar sind, sind dem 
Zuwendungsempfänger nicht bekannt.

8. Erfolgte Veröffentlichungen
A New Spin on the Fast Multipole Method for GPUs: Rethinking the Far-Field Operators
Lengvenis,  A. Dachsel,  H.  Morgenstern,  L.,  Kabadshow,  I.,  2025,  IPDPS, 
10.1109/IPDPS64566.2025.00075
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