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1 Überblick
Dieses Teilvorhaben erreichte das übergeordnete Ziel, methodische Neu- und Weiter-
entwicklungen für exascale–fähige CFD–Löser zu erforschen und die daraus gewon-
nenen algorithmischen Erkenntnisse in ExaDG zu integrieren. Zentraler Bestandteil
des Projekts war es skalierbare und performante Lösungsansätze für numerische
DG–Verfahre zu konzeptionieren, zu untersuchen und zu optimieren und den Code
so zu erweitern, dass er nicht nur akademische Testfälle lösen kann, sondern auch
realistische und industrienahe Anwendungen simuliert. ExaDG sollte in der Lage
sein, große, geometrisch anspruchsvolle Problemstellungen effizient auf modernen
Hochleistungsrechnern zu lösen und damit einen direkten Nutzen für die Wissen-
schaft und Industrie zu liefern.

Zwei Kernaspekte bildeten die Schwerpunkte dieses Teilvorhabens. Zum einen
ging es um die Erweiterung des Lösers auf zusätzliche Elementtypen, insbesonde-
re tetraedrische und gemischte Gitter. Diese Erweiterung ermöglicht die Behand-
lung geometrisch komplexer Anwendungen, wie sie in realistischen Ingenieurs- und
Biomedizin-Szenarien vorkommen.

Zum anderen lag der Fokus auf der Entwicklung und Optimierung fortschritt-
licher Lösungsverfahren. Hierzu zählten H(div)-konforme Finite-Elemente für eine
höhere physikalische Genauigkeit, (semi-)implizite Zeitintegrationsverfahren zur Re-
duzierung der benötigten Zeitschritte, sowie leistungsfähige Vorkonditionierer für
die entstehenden linearen Systeme. Alle Maßnahmen wurden unter dem Gesichts-
punkt maximaler paralleler Skalierbarkeit umgesetzt, um die Leistungsfähigkeit
auf Exascale-Architekturen zu gewährleisten und die Software für Multiphysik–
Anwendungen tauglich zu machen.

2 Allgemeines
Die Kosten verteilen sich auf Personalkosten und Reisekosten zu den Projektreffen,
den Kooperationspartnern und Konferenzen.

3 Wissenschaftliche Ergebnisse
In diesem Abschnitt werden die erreichten wissenschaftlichen Ziele und die zen-
tralen Ergebnisse dargestellt. Der Fokus liegt dabei auf dem geplanten Vorhaben;
gegliedert nach den einzelnen Arbeitspaketen werden Abweichungen vom ursprüngli-
chen Plan analysiert und die daraus resultierenden Schwerpunktsetzungen erläutert.
Die Angemessenheit der durchgeführten Arbeiten wird bewertet, ihr wissenschaftli-
cher Mehrwert herausgearbeitet sowie konkrete Nutzungsperspektiven und nächste
Schritte aufgezeigt.

Ergänzend werden die relevanten Meilensteine aufgeführt. Abschließend werden
die wissenschaftlichen Arbeiten, Publikationen und Konferenzbeiträgen, die im Zu-
sammenhang mit diesem Projekt veröffentlicht wurden, zusammengefasst und ein-
geordnet.
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3.1 AP DG–1: H(div)-konforme Elemente
Die H(div)–konformen Raviart–Thomas-Elemente wurden in die ExaDG–
Infrastruktur [1, 2] integriert. Die Implementierung für die inkompressiblen
Navier–Stokes-Gleichungen umfasste Volumen- und Facettenbeiträge der DG-
Diskretisierung unter Verwendung anisotroper Tensorprodukte. Im Vergleich zu
matrixbasierten Implementierungen zeigte sich ein Performancegewinn von etwa
einer Größenordnung bei der Operatorauswertung und der Gesamtlösungszeit,
nachgewiesen u.a. am konvektionsdominierten Taylor–Green-Vortex, wobei die
H(div)–Diskretisierung divergenzfreie Lösungen liefert und physikalische Konsistenz
gegenüber L2-konformen DG-Räumen verbessert. Die Arbeiten starteten vor
Projektstart und fanden unter anderem im Rahmen einer studentischen Arbeit [3]
statt, die in Kooperation mit der Universität Uppsala betreut wurde.

Die H(div)-Elemente wurden sowohl in monolithische Lösungsverfahren als auch
in das Dual-Splitting-Verfahren integriert. Letzteres erzeugt trotz H(div)–Raum kein
exakt divergenzfreies Feld, was weiterführende Analysen motivierte. In einer ge-
planten Publikation, die sich zum Zeitpunkt des Projektendes noch in Vorbereitung
befindet, wird bewertet, wie sich das konsistente Splitting Verfahren [4] im Zusam-
menspiel mit H(div)–konformen Elementen verhält. Ein weiterer Schwerpunkt dieser
Publikation liegt auf detaillierten Performanceanalysen, insbesondere im Vergleich
zu L2–konformen DG Räumen, wobei sowohl die "time to solutionäls auch die erziel-
te Genauigkeit systematisch gegenübergestellt werden. Klassische Vorkonditionierer
für kontinuierliche Elemente werden dabei für die Splitting Verfahren verwendet.

Parallel optimierte die Arbeitsgruppe von Prof. Kronbichler die Auswertung ani-
sotroper Tensorprodukte und die Piola-Transformation auf nicht-affinen Elementen,
was die Rechenzeit zusätzlich um den Faktor drei bis fünf reduzierte [5]. Weitere
Ergebnisse werden in den Meilensteinen 2 und 7 dargelegt. Die Arbeiten zeigten die
Relevanz der H(div) Diskretisierung und insbesondere den praktischen Nutzen für
Anwendungsbeispiele und erfüllen die Ziele des Arbeitspakets.

3.2 AP DG–2: Gekoppelter skalarer Transport
Ziel dieses Arbeitspakets war die Entwicklung einer flexiblen und effizienten
Kopplungsstrategie zwischen inkompressiblen Strömungs- und Transportproblemen
auf Basis kontinuitätsbasierter PDEs. Das übergeordnete Ziel, ein Multiphysik-
Simulationsframework zu schaffen, das unterschiedliche Elementtypen und Poly-
nomgrade für jedes Teilsystem erlaubt, wurde erreicht. Der Fokus lag auf kon-
formen Gittern, da hier optimierte Datenübertragungsroutinen die Interprozessor-
Kommunikation reduzieren und lokale Optimierungen (siehe auch AP DG–6) einen
effizienten Kopplungsworkflow ermöglichen. Der Fall für nicht konforme Gitter wur-
de nicht gesondert betrachtet.

Der Kopplungsprozess ist modular: Zunächst werden die Navier–Stokes-
Gleichungen gelöst, um Geschwindigkeits- und Druckfelder bereitzustellen, die di-
rekt oder projiziert in den Skalaroperator eingehen, das Skalarfeld koppelt konsistent
über einen Quellterm mit dem Fluid. Besonderer Schwerpunkt liegt auf paralleler
Skalierbarkeit: Die lokale Kommunikation minimiert den Overhead, wobei die Ska-
lierbarkeit meist durch den Fluidlöser, insbesondere den Druck-Poisson-Löser (siehe
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auch AP DG–7), bestimmt wird.
Der Ansatz ist vollständig kompatibel mit H(div)-konformen Diskretisierungen,

wodurch annähernd divergenzfreie Geschwindigkeitsfelder für das Transportproblem
verfügbar sind. Lokale Optimierungen und verbesserte Vorkonditionierer wurden auf
der Coupled Problems 2025-Konferenz [6] vorgestellt. Die Methoden gewährleisten
hohe numerische Genauigkeit und effiziente Ausführung auf parallelen Architektu-
ren und bilden einen integralen Bestandteil der Multiphysik-Infrastruktur, wie in
den Anwendungsstudien des Arbeitspakets 8, inbesondere im Oktoberfest-Szenario,
demonstriert.

3.3 AP DG–3: Partikel Transport
Ziel dieses Arbeitspakets war die Erweiterung des Fluidlösers um ein partikelba-
siertes Transportmodell mit Einwegkopplung: Das Fluid beeinflusst die Partikel,
Rückkopplungen oder Partikel–Partikel-Wechselwirkungen werden vernachlässigt.
Das Modell wurde als Postprocessing-Modul in ExaDG implementiert, wodurch der
Fluidlöser unabhängig bleibt und die Modularität des Gesamtsystems erhalten wird.

Die Partikel werden unter Nutzung der deal.II-Infrastruktur verwaltet, deren
Skalierbarkeit auf verteilten Gittern bereits umfassend untersucht und nachgewie-
sen wurde [7]. Diese Grundlage ermöglicht die Nutzung etablierter Mechanismen zur
Partikelspeicherung, Kommunikation und Migration und gewährleistet damit eine
robuste Ausführung auch auf großen parallelen Rechnersystemen. Ein zentrales nu-
merisches Entwurfsprinzip ist die Einhaltung einer CFL–Zahl strikt kleiner als eins
für den Zeitschritt der Partikelintegration. Unter dieser Voraussetzung kann sich ein
Partikel innerhalb eines Zeitschritts höchstens von seiner aktuellen Zelle in eine un-
mittelbar benachbarte Zelle bewegen, sodass ein Überspringen ganzer Zellen ausge-
schlossen ist. Diese Lokalitätseigenschaft begrenzt die notwendige Kommunikation
auf lokal gehaltene Zellen sowie auf Ghost–Zellen, die ohnehin für den Fluidlöser
erforderlich sind.

Da weder Partikel–Partikel–Wechselwirkungen noch eine Rückkopplung auf das
Fluid berücksichtigt werden, ist es nicht erforderlich, eine vollständig aufgelöste Par-
tikelpopulation zu simulieren. Stattdessen genügt eine reduzierte, repräsentative An-
zahl von Partikeln, um das relevante Transportverhalten zu charakterisieren. Dies
führt zu einer weiteren Reduktion des Rechenaufwands. In der resultierenden Kon-
figuration dominiert weiterhin die Lösung des Fluidproblems die Gesamtzeit bis zur
Lösung, während die Aktualisierung der Partikelpositionen lediglich einen geringen
zusätzlichen Aufwand verursacht.

Die Verwendung eines gemeinsamen Rechengitters für Fluid und Partikel vermei-
det aufwendige Gittertransfers und ermöglicht starke Skalierbarkeit. Fluidgrößen an
Partikelpositionen werden effizient über die SIMD-optimierte FEPointEvaluati-
on-Klasse ausgewertet, die ebenfalls in unserer Arbeitsgruppe optimiert wurde [8].
Für die Partikelintegration wurden explizite Euler- und Velocity-Verlet-Verfahren
gewählt, die mit der Zeitschrittweite des Fluidlösers kompatibel sind. Während
Runge–Kutta-Verfahren möglicherweise höhere Genauigkeit bei bestimmten Kraft-
termen bieten, werden Fluidgrößen zu mehreren Zwischenzeitpunkten benötigt, was
den Rechenaufwand steigert.
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Eine Anwendung wird in AP DG–8 demonstriert: Partikel, die Medikamente
repräsentieren, werden in Beatmungsprozessen innerhalb der menschlichen Lunge
simuliert, um Transport- und Ablagerungsmechanismen unter realistischen Strö-
mungsbedingungen zu untersuchen. Damit wurden alle Punkte dieses Arbeitspaketes
erfolgreich abgeschlossen.

3.4 AP DG–4: Tetraeder- und gemische Gitter
Im Rahmen dieses Arbeitspakets wurden zunächst grundlegende konzeptionelle
und algorithmische Untersuchungen zur Simplex-Infrastruktur der Bibliothek de-
al.II in Kooperation mit der Arbeitsgruppe von Prof. Kronbichler durchgeführt.
Auf dieser Basis wurde ExaDG gezielt und systematisch auf Simplex-Gitter er-
weitert, insbesondere auf Tetraedergitter für inkompressible Strömungsprobleme,
um die Einsatzmöglichkeiten auf geometrisch komplexe Anwendungen zu erweitern.
Einige der notwendigen zentralen konzeptionellen Ansätze sowie wesentliche Ent-
wicklungsschritte zur Erweiterung der Software entstanden im Rahmen einer stu-
dentischen Forschungsarbeit [9] und erforderten weiterführende Anpassungen der
ExaDG-Softwarearchitektur, damit unterschiedliche Finite-Element-Typen für ver-
schiedene Zellgeometrien innerhalb eines einheitlichen Frameworks effizient und kon-
sistent genutzt werden können. Parallel dazu wurden Erweiterungen am Mehrgitter–
Framework vorgenommen, um die neuen Diskretisierungen effizient zu behandeln.
Im Zuge dieser Untersuchungen zeigte sich, dass Mehrgitter–Vorkonditionierer sowie
elementweise Vorkonditionierer auf Basis lokaler Krylov–Löser im Vergleich zu glo-
balen Lösern einen signifikant höheren Durchsatz erzielen, was die Beobachtungen
aus früheren Arbeiten (vgl. AP DG–6) bestätigt.

Aufbauend darauf können Operator-Splitting-Verfahren nun ebenfalls auf
Simplex-Gittern eingesetzt werden; H(div)-konforme Elemente für Tetraeder stehen
in deal.II derzeit noch nicht zur Verfügung, die Infrastruktur ist jedoch vorbereitet.
Ein weiterer Schwerpunkt lag auf der Verbesserung der Gitterverfeinerung für Tetra-
edergitter. Es zeigte sich, dass die zuvor verfügbaren Verfeinerungsstrategien zu einer
Verschlechterung der Elementqualität führten, was sich in erhöhten Iterationszahlen
der Krylov–Löser und in nicht optimalem Konvergenzverhalten äußerte. Aus diesem
Grund wurden zwei neue Verfeinerungsstrategien für Tetraeder entwickelt und in
deal.II implementiert. Diese gewährleisten eine konstante Gitterqualität unter suk-
zessiver Verfeinerung. In Kombination mit Anpassungen der Mehrgitteralgorithmen
konnten dadurch konstante Iterationszahlen erreicht werden, die unabhängig von
der Anzahl der Freiheitsgrade sind, wie in Still et al. [10] gezeigt. Somit wurden die
Aufgabenstellung des Arbeitpaketes bezüglich der Simplex Elemente erfüllt.

Auch im Bereich der Unterstützung gemischter Gitter wurden wesentliche Fort-
schritte erzielt. In ExaDG wurde eine Prototyp–Applikation ergänzt, die die Verar-
beitung gemischter Gitter erlaubt und erste Performance–Untersuchungen ermög-
licht. Parallel dazu wurden die pyramidalen Finite–Elemente in deal.II erweitert,
sodass sie Polynomordnungen beliebiger Höhe unterstützen. Dies schloss die Im-
plementierung geeigneter Quadraturregeln für diese Elemente ein. Darüber hinaus
wurde in Zusammenarbeit mit dem Scalexa–Schwesterprojekt ADAPTEX mit der
Entwicklung einer Schnittstelle zwischen t8code (siehe [11]) und deal.II begonnen.
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Ziel dieser Schnittstelle ist es, dynamisch verteilte und adaptiv verfeinerte gemisch-
te Gitter in deal.II zu unterstützen und Anwendern von t8code einen nahtlosen
Zugriff auf die numerischen Löser von deal.II zu ermöglichen. Zahlreiche für die-
se Integration erforderliche Funktionalitäten wurden in deal.II implementiert (siehe
auch Meilenstein 5). Ergebnisse aus dieser Zusammenarbeit, unter anderem zum
Schäfer–Turek–Benchmark, wurden auf der Konferenz AMR 2025 [12] vorgestellt.
Durch die Fokussierung auf die Arbeit mit dem ADAPTEX Projekt, wurde die In-
tegration der gemischten Elemente in ExaDG zum Projektende noch nicht final ab-
geschlossen und wird nach Projektende fortgeführt. Jedoch ergibt die bereits entwi-
ckelte, enge Integration mit t8code Zugriff auf hochskalierbare Gitter-Algorithmen,
welche für künftige Exascale-Simulationen eine exzellente Grundlage bilden.

3.5 AP DG–5: Implizite Zeitintegrationsverfahren
Ziel dieses Arbeitspakets ist die Untersuchung und Entwicklung effizienter implizi-
ter Zeitintegrationsverfahren für DG Diskretisierungen. Im Zentrum steht das Ver-
ständnis, wie unterschiedliche zeitliche Behandlungen des konvektiven Terms die
algebraische Struktur der Operatoren beeinflussen und welche Vorkonditionierungs-
strategien sich daraus über ein breites Spektrum von Strömungsregimen hinweg als
robust und effizient erweisen. Während der Bearbeitung dieses Arbeitspakets stell-
ten wir fest, dass semi–implizite Zeitintegrationsverfahren, ähnlich der impliziten
Verfahren, größere Zeitschritte zulassen, während die Kosten pro Zeitschritt ähn-
lich der expliziten Methoden bleiben. Deshalb fokussierte sich die Arbeit auf solche
Methoden.

Ein wesentlicher Fortschritt ist die DG-Diskretisierung des konsistenten
Splitting-Verfahrens [4]. Im Gegensatz zum klassischen Dual-Splitting [13] erlaubt
es einen einfacheren modularen Wechsel zwischen expliziter, semi-impliziter und
vollständig impliziter Behandlung des konvektiven Terms. Monolithische Sattel-
punktstrukturen werden vermieden: Es entstehen zwei kleinere Teilprobleme, eine
Druck-Poisson-Gleichung und eine Impulsgleichung für das Geschwindigkeitsfeld.
Für die Poisson-Gleichung haben sich hybride Mehrgitterverfahren mit Chebyshev-
beschleunigten Jacobi-Glättern und algebraischen Mehrgitter (AMG) Grobgitter-
lösern als leistungsfähig erwiesen [14], während die Impulsgleichung stark von der
Behandlung der Konvektion abhängt.

Für explizite Konvektion dominiert aufgrund der restriktiven Zeitschrittweite
der Massenanteil des Operators, sodass inverse Massenmatrix-Vorkonditionierer na-
hezu optimal sind. Aufbauend auf elementweisen Krylov–Lösern (vgl. AP DG–
4) sowie bestehenden matrixfreien Inversen der Massenmatrix für Tensorprodukt–
Elemente wurde im Rahmen dieses Arbeitspakets ein zusätzlicher matrixfreier
schneller Invers–Massen–Vorkonditionierer entwickelt. Dieser Ansatz ist auf beliebi-
gen affinen DG–Elementen einsetzbar, darunter Simplex–Elemente, Tensorprodukt–
Elemente, Prismen und Pyramiden. Er basiert auf der einmaligen Invertierung der
Massenmatrix auf dem Referenzelement und deren anschließender elementweiser
Anwendung unter Berücksichtigung der lokalen Metrikterme. Für lineare Finite–
Elemente unterschreitet die Laufzeit dieses Vorkonditionierers sogar die Kosten einer
einzelnen Matrix–Vektor–Multiplikation. Die entsprechenden Ergebnisse wurden auf
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der Konferenz Coupled Problems 2025 vorgestellt [6].
Für die semi–implizite Variante des konsistenten Splitting–Verfahrens ergeben

sich andere Anforderungen an die Vorkonditionierung. Diese Formulierung wurde
eingeführt, um die strikten CFL–Beschränkungen expliziter Konvektionsschemata zu
überwinden, ohne den hohen Rechenaufwand vollständig impliziter nichtlinearer Lö-
sungsverfahren in Kauf nehmen zu müssen. Numerische Untersuchungen zeigen, dass
die semi–implizite Behandlung deutlich größere Zeitschritte erlaubt als die explizite
Variante. Während die vollständig implizite Formulierung erwartungsgemäß bei sehr
großen Zeitschritten eine höhere Genauigkeit liefert, stellt die semi–implizite Vari-
ante einen günstigen Kompromiss zwischen Stabilität und Rechenaufwand dar. Die
resultierende Impulsgleichung besitzt die Struktur einer Konvektions–Diffusions–
Reaktions–Gleichung. Für moderate CFL–Zahlen bleiben inverse Massenmatrix–
Vorkonditionierer effektiv und führen zu niedrigen Iterationszahlen, sodass weiterhin
die Poisson–Gleichung den dominierenden Rechenaufwand darstellt. Für sehr große
Zeitschritte im Bereich von CFL 8 bis CFL 16 erweisen sich Mehrgitterverfahren
hingegen als vielversprechende Kandidaten zur Vorkonditionierung der Impulsglei-
chung.

Eine verbleibende Herausforderung stellt das Regime dar, in dem der konvektive
Term den Operator dominiert und einfache inverse Massenmatrix–Vorkonditionierer
nicht mehr ausreichend robust sind. Zur Adressierung dieses Problems wird ein ele-
mentlokaler Vorkonditionierer untersucht, der von den Arbeitsgruppen um Kormann
und Kronbichler entwickelt wurde. Dieser Ansatz zerlegt den lokalen Operator in
Massen–, Konvektions– und viskose Beiträge und erlaubt eine effiziente Vorkondi-
tionierung des gesamten Blocks, selbst in stark konvektionsdominierten Fällen [15].
Im Gegensatz zu den derzeit in deal.II verfügbaren Fast–Diagonalization–Verfahren
berücksichtigt dieser Ansatz explizit den konvektiven Term und ist daher besonders
geeignet für Simulationen bei hohen Reynolds–Zahlen. Die Anwendung dieses Vor-
konditionierers auf die Impulsgleichung im Kontext des konsistenten Splittings ist
Bestandteil einer derzeit in Vorbereitung befindlichen Publikation.

Weitere numerische Studien zeigen, dass das konsistente Splitting–Verfahren in
Kombination mit BDF–Zeitintegrationsschemata eine hohe zeitliche Konvergenz er-
reicht, insbesondere für BDF–3 und BDF–4 [4]. Ergänzend zeigen theoretische Er-
gebnisse von Huang und Shen [16], dass diese Klasse von Splitting–Verfahren sogar
bedingungslos stabil sein kann, auch für BDF–Verfahren höherer Ordnung, aller-
dings zum Preis erhöhter Fehlerkonstanten.

Insgesamt etablieren die Ergebnisse dieses Arbeitspakets einen robusten Ansatz
für semi–implizite DG–Zeitintegrationsverfahren. Die Beschleunigung der Löser wur-
de nicht wie geplant nur mit fortgeschrittenen Vorkonditionierer erreicht, sondern
durch Splittingverfahren mit größeren möglichen Zeitschrittweiten um mindestens
eine Größenordnung, jedoch dem fast gleichen Rechenaufwand pro Zeitschritt im
Vergleich mit den expliziten Verfahren. Somit ist dieses Arbeitspaket im Sinne der
Entwicklung schneller Strömungslöser ein Erfolg. Weitere Ergebnisse sind im Mei-
lenstein 7 dargestellt.

7



3.6 AP DG–6: Node-Level-Performance
Ziel dieses Arbeitspakets war die Node-Level-Performance-Optimierung matrixfreier
Operatoren auf Tetraederelementen, mit Fokus auf hohe Durchsatzleistung in ausge-
lasteten Rechenregimen. Ein detailliertes Performancemodell charakterisierte arith-
metische Kosten und Datenbewegung und bildete die Grundlage für ein Roofline-
Modell, das Leistungsgrenzen und Engpässe für unterschiedliche Polynomgrade und
Operatoren quantifiziert.

Aufbauend auf dieser analytischen Basis wurden mehrere Optimierungsstrate-
gien entwickelt, die auf eine Erhöhung der arithmetischen Intensität sowie auf
eine Verbesserung der Datenlokalität abzielen. Der Schwerpunkt lag dabei auf
globalen Matrix–Vektor–Produkten, wie sie in linearen Lösern und Mehrgitter–
Vorkonditionierern auftreten und damit automatisch Performance Steigerungen für
alle Operatoren bedeuten. Mit der Gruppe von Prof. Kronbichler wurden die folgen-
den Optimierungen identifiziert und implementiert. Zunächst wurde das lokale Da-
tenlayout grundlegend überarbeitet. Die ursprünglich für Tensorprodukt–Elemente
entwickelten, effizienten eindimensionalen Datenstrukturen für Ansatzfunktionen
und Quadratur wurden auf eine vollständig dreidimensionale Datenstruktur für
Simplex–Elemente verallgemeinert, wobei die Effizienz der SIMD–Vektorisierung er-
halten blieb. In einem zweiten Schritt wurden Batching–Strategien eingeführt, die
die SIMD–Vektorisierung von klassischen Matrix–Vektor–Produkten auf Matrix–
Matrix–Operationen über mehrere Zellen hinweg erweitern. Durch das Gruppieren
von Zellen zu Rechenbatches steigt die arithmetische Intensität signifikant, was gut
mit den Leistungscharakteristika moderner CPU–Architekturen harmoniert. Auf
diese Weise konnten Durchsatzraten von über 60% der theoretisch erreichbaren
Spitzenleistung erzielt werden. Es wurden zwei spezialisierte Batching–Varianten
implementiert: eine für skalarwertige Probleme, wie die Druck–Poisson–Gleichung,
und eine für vektorwertige Probleme, etwa die Impulsgleichung im inkompressiblen
Navier–Stokes–Löser.

Weitere Leistungssteigerungen ergaben sich aus der systematischen Eliminierung
von Overhead in der matrixfreien Operatorauswertung. Die Wirksamkeit dieser Op-
timierungen wurde mithilfe eines erweiterten Roofline–Modells nachgewiesen, das
zusätzlich die maximale Anzahl der pro CPU ausführbaren Operationen berücksich-
tigt und in Still et al. [10] vorgestellt wurde. Die Ergebnisse zeigen, dass für Polynom-
grade größer als eins die optimierte matrixfreie Implementierung auf tetraedrischen
Gittern einen deutlich höheren Durchsatz erzielt als vergleichbare matrixbasierte
Verfahren.

Die in diesem Arbeitspaket erzielten Leistungsgewinne flossen unmittelbar in die
Entwicklung eines hybriden Mehrgitter–Vorkonditionierers ein, welcher in ExaDG
verfügbar ist. Dieser wechselt dynamisch zwischen matrixbasierten und matrixfreien
Komponenten, abhängig vom jeweils erreichbaren Durchsatz für einen gegebenen
Polynomgrad und eine gegebene Gitterkonfiguration. Der Geschwindigkeitszugewinn
zwischen der unoptimierten und der optimierten matrixfreien Operatorauswertung
beträgt etwa einen Faktor drei, während der Unterschied zwischen matrixbasierten
und matrixfreien Operatoren in einzelnen Szenarien einen Faktor von bis zu sechs
erreicht.

Abschließend wurde die Datenlokalität durch eine hierarchische Neuordnung der
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Gitterdaten weiter verbessert. Dies ist insbesondere für unstrukturierte tetraedri-
sche Gitter relevant, die mit externen Gittergeneratoren erzeugt werden und bei
naiver Nummerierung eine deutlich verschlechterte Cache–Ausnutzung aufweisen
können. Die Neuordnungsstrategie erhält die Nachbarschaftsbeziehungen der Ele-
mente, verbessert die Speicherzugriffsmuster und zeigte in allen getesteten Konfigu-
rationen konsistente Leistungsgewinne. Sämtliche Optimierungen wurden generisch
implementiert, sodass sie ohne Modifikationen auch für Dreiecks–, Pyramiden– und
Prismenelemente wiederverwendbar sind.

Die Performanceeigenschaften von H(div)–konformen Elementen wurden parallel
von der Arbeitsgruppe um Prof. Kronbichler untersucht. Die daraus resultierenden
Optimierungen sind Bestandteil laufender Arbeiten an einer gemeinsamen Veröf-
fentlichung über Performance Optimierung des konsistenten Splitting–Verfahren auf
und L2–konformen Räumen, siehe auch AP DG–2. Damit wurden die wesentlichen
Punkte dieses Arbeitspakets erfolgreich optimiert.

3.7 AP DG–7: Skalierbarkeit
Ziel dieses Arbeitspakets war die Verbesserung der parallelen Skalierbarkeit der
CFD-Löser in ExaDG. Untersuchungen [10] zeigen, dass die matrixfreie Operator-
auswertung selbst für moderate Problemgrößen von 1 Millionen bis etwa 100 Mil-
lionen Freiheitsgrade nahezu optimal skaliert, limitierend sind hingegen die Grob-
gitterlöser in den Mehrgitteralgorithmen. Selbst bei Lösern, die auf verteilte Re-
chensysteme ausgelegt sind, z.B. der AMG-Löser in Trilinos [17] wird die starke
Skalierung durch Kommunikationslatenz begrenzt.

Zur Minderung dieses Engpasses wird derzeit untersucht, das Grobgitterproblem
auf GPUs zu lösen, unter Nutzung der Ginkgo-Bibliothek [18], aufbauend auf der
Arbeit der Gruppe von Prof. Anzt, um die Anzahl der Kommunikationsschritte
zwischen Knoten zu reduzieren. Die Ergebnisse sind Teil einer Publikation, die sich
aktuell in Vorbereitung befindet.

Die Arbeit fokussierte sich weiter auf die Partitionierung der Gitter, insbesondere
für gemischte Elemente. Graphbasierte Partitionierungen erzeugen zusammenhän-
gendere Teilgebiete mit geringerem Rand-zu-Volumen-Verhältnis als raumfüllende
Kurven, was das Skalierungsverhalten verbessert. Ergänzend wird die in AP DG–6
vorgestellte Neuordnungsstrategie zur Erhöhung der Datenlokalität angewendet.

Zur Verbesserung der Lastbalancierung werden Zellen nach ihrem geometrischen
Typ und dem erreichbaren Durchsatz gewichtet. Da die matrixfreie Operatoraus-
wertung für Simplex-Elemente zwei- bis dreimal langsamer ist als für Hexaeder [10],
fließen diese Unterschiede in den Graphpartitionierer ein, um eine präzisere Last-
verteilung zu erreichen. Dies unterscheidet sich von matrix-basierten Methoden, da
dort die Durchsatzsdifferenz geringer ist.

Die effektiven Zellgewichte hängen zudem von den eingesetzten Vorkonditionie-
rern ab. Bei Mehrgitterverfahren dominieren die Matrix-Vektor-Produkte, sodass
geometrieabhängige Operatorgewichte ausreichend sind. Für elementlokale Vorkon-
ditionierer hingegen benötigen Nicht-Hypercube-Elemente meist Krylov-Verfahren,
während Hypercube-Elemente effizient invertiert werden können. Dabei sind die lo-
kalen Krylov-Verfahren bis zu eine Größenordnung langsamer [9], in solchen Szena-
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rien muss die Zellgewichtung die unterschiedlichen Rechenkosten berücksichtigen.
Abschließend ist in Zusammenarbeit mit ADAPTEX die Integration einer Un-

terstützung für gewichtete Partitionierung in t8code geplant, um graphbasierte Ver-
fahren mit geometrieabhängigen Zellgewichten systematisch mit klassischen raum-
füllenden Methoden zu vergleichen. Insgesamt wurden also die Kernaspekte dieses
Arbeitpaketes abgedeckt.

3.8 AP DG–8: Anwendungen
Im Einklang mit den Zielsetzungen dieses Arbeitspakets, die praktische Relevanz
der im Projekt PDExa erzielten methodischen und algorithmischen Fortschritte zu
demonstrieren, werden derzeit zwei umfassende Anwendungsstudien durchgeführt.
Beide Studien dienen dazu, die entwickelten numerischen Verfahren unter realisti-
schen Randbedingungen zu evaluieren und zugleich Feedback für die weiteren me-
thodischen Entwicklungen zu gewinnen.

Die erste Anwendungsstudie betrifft die Simulation der Luftströmung in der
menschlichen Lunge und erfolgt in Zusammenarbeit mit dem Industriepartner Eben-
build. Diese Studie ist in mehrere aufeinander aufbauenden Schritte gegliedert. Zu-
nächst wurde eine Referenzsimulation auf einem rein hexaedrischen Gitter durch-
geführt. Hierfür kam ein geometriespezifischer Gittergenerator zum Einsatz, der in
einem vorhergehenden Projekt über einen längeren Zeitraum in unserer Arbeitsgrup-
pe entwickelt worden war. Um den Anforderungen dieses Arbeitspakets gerecht zu
werden, wurden die vorhandenen Mappingroutinen verallgemeinert und erweitert,
sodass generische Funktionalitäten der Bibliothek deal.II genutzt werden können.
Auf diese Weise lassen sich komplexe Geometrien mittels höherer polynomialer Ab-
bildungen konsistent darstellen.

In einem weiteren Schritt wurde zu Vergleichszwecken eine partikelbeladene Strö-
mungssimulation gemäß der in Arbeitspaket DG–3 beschriebenen Methodik durch-
geführt. Wie in Abbildung 1 dargestellt, wurde dabei das vollständige Strömungs-
problem unter Verwendung gekrümmter Geometrien gelöst, wobei die Randbedin-
gungen in physiologisch konsistenter Weise modelliert wurden. Anstelle vereinfachter
Ein– und Ausströmrandbedingungen, wurde der Zustrom durch ein Modell einer Be-
atmungsmaschine vorgegeben, während die Auslässe mit einem reduzierten Modell
des unteren Atemtrakts gekoppelt wurden. Dieser Ansatz erlaubt eine realistischere
Abbildung von Ein– und Ausatmungszyklen als die bislang von Ebenbuild bereitge-
stellte Referenzsimulation.

Trotz dieser Fortschritte weist der beschriebene Ansatz eine inhärente Einschrän-
kung hinsichtlich der Flexibilität der Geometriegenerierung auf. Insbesondere kön-
nen Konfigurationen, die Mund- und Rachenraum einschließen, mit dem eingesetz-
ten Gittergenerator nicht abgebildet werden, obwohl diese Regionen für eine rea-
listische prädiktive Lungenmodellierung von zentraler Bedeutung sind. Aus diesem
Grund sind rein tetraedrische oder gemischte Gitter erforderlich, was die praktische
Relevanz der im Projekt entwickelten Methoden für Simplex und hybride Gitter
unterstreicht. Kommerzielle Vernetzer sind in der Lage, derartige Gitter innerhalb
von Minuten bis Stunden zu erzeugen und bieten damit die notwendige Flexibilität
zur Abbildung komplexer anatomischer Strukturen. Vor diesem Hintergrund stellte
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Ebenbuild ein realistisches gemischtes Gitter einer menschlichen Lunge einschließ-
lich Mund und Rachenraum zur Verfügung. Eine Performanceanalyse auf diesem
Gitter ist derzeit im Gange und konzentriert sich auf Durchsatzcharakteristika un-
ter Berücksichtigung unterschiedlicher Gitterpartitionierungsstrategien, wie sie in
Arbeitspaket DG–7 diskutiert wurden. Weiter sind hier die Ergebnisse aus den Ar-
beitspaketen AP DG–4, AP DG–5 und AP DG–6 relevant.

Das zweite Anwendungsbeispiel dieses Arbeitspakets betrifft den sogenannten
Oktoberfest–Testfall der Arbeitsgruppe von Prof. Chen. Die zugrunde liegende Geo-
metrie (siehe Abbildung 1) wurde vom Projektpartner bereitgestellt, für die durch-
geführten Simulationen musste jedoch ein neues Rechengitter erzeugt werden. Dies
erschwert einen direkten Performancevergleich mit früheren Studien. Entsprechend
liegt der Schwerpunkt dieser Untersuchung weniger auf absoluten Laufzeitverglei-
chen, als vielmehr auf der Robustheit und physikalischen Konsistenz der berechne-
ten Lösungen im Vergleich zu OpenFOAM, einem weit verbreiteten Softwarepaket
zur Strömungssimulation.

Erste Simulationen der Luftströmung über der Wirtsbudenstraße des Oktober-
festes, gekoppelt mit einer skalaren Transportgleichung zur Modellierung der Aus-
breitung von Schadstoffen, wurden bereits durchgeführt. Diese basieren auf den in
Arbeitspaket DG–2 entwickelten Kopplungsstrategien. Weitere großskalige Simu-
lationen sind im Rahmen einer studentischen Abschlussarbeit geplant und sollen
insbesondere den Schadstofftransport sowie die Durchmischung unter realistischen
Umweltbedingungen vertieft untersuchen.

Insgesamt demonstriert dieses Arbeitspaket nicht nur die Anwendbarkeit der im
Projekt PDExa entwickelten Methoden auf gesellschaftlich relevante Fragestellun-
gen aus Medizin und Umweltwissenschaften, sondern liefert zugleich wertvolles Feed-
back für die nötigen Erweiterungen der numerischen Infrastruktur. Die gewonnenen
Erkenntnisse fließen unmittelbar in die Weiterentwicklung der zugrunde liegenden
Algorithmen, Datenstrukturen und Performanceoptimierungen ein.

(a) Partikel transport in der menschlichen
Lunge.

(b) Schadstoffausbreitung über dem Okto-
berfest.

Abbildung 1: Zwei anwendungsnahe Szenarien gerechnet im Zusammenhang mit
AP DG-8. Rot makierte Bereiche stellen eine hohe Strömungsgeschwindigkeit bzw
Konzentration da, während blau makierte Bereiche niedrige Geschwindigkeiten und
Konzentrationen repräsentieren.
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3.9 Meilensteine
Dieser Abschnitt beschreibt die relevanten PDExa Meilensteine für dieses Teilpro-
jekt, d.h. MS-2, MS-5 und MS-7.

3.9.1 Milestone 2: Unterstützung von Raviart-Thomas-Elementen
durch effiziente CPU-basierte Löser

Dieser Meilenstein umfasst die Unterstützung von effizienten CPU basierten Lösern
für Raviart–Thomas Elemente.

Als erster Schritt wurde eines prototypischer H(div)-konformer inkompressibler
Strömungslösers in der Strömungssimulationssoftware ExaDG mit den dafür not-
wendigen Änderungen in der Finite-Elemente-Bibliothek deal.II implementiert. Die
Hauptarbeit war dabei die Erweiterung der Evaluationsroutinen für matrixfreie Ope-
ratoren in der deal.II-Bibliothek für ein neu entwickeltes Element FE_RaviartTho-
masNodal. Bis zum Rahmen der Erfüllung von MS2 wurden in der Strömungssoftwa-
re gewisse Einschränkungen gemacht, wie die Beschränkung auf periodische Ränder
und gewisse Verfahren zur Zeitintegration. Diese Restriktionen wurden im späteren
Projektverlauf behoben (siehe auch AP DG–1).

Ein zweiter wichtiger Schritt waren Performance-Optimierungen der matrixfrei-
en Auswertung für H(div)-Elemente. Hierbei wurden die initialen Algorithmen zur
Piola-Transformation, welche für die Auswertung von Funktionswerten und Gradi-
enten in Elementvolumen und auf Elementoberflächen benötigt wird, deutlich ver-
bessert. In diesem Rahmen wurden auch verbesserte Algorithmen der Summenfak-
torisierung für die anisotropen Polynomräume der Raviart-Thomas-Elemente ent-
wickelt, welche besser auf CPU-Hardware abgestimmt sind und die Erweiterung auf
GPUs erst ermöglichten.

Im späteren Projektverlauf dienten diese Entwicklungen der Weiterführung von
CFD-Projekten, insbesondere auch Benchmark-Berechnungen der Strömung über
einen periodischen Hügel. Auf den CPU-Systemen neuer Bauart wurde die Ausfüh-
rungsgeschwindigkeit bisheriger Algorithmen, welche auf klassischen DG-Elementen
basieren, deutlich übertroffen: So wurde auf dem NHR-Tier-2-System Otus in Pa-
derborn ein Durchsatz von mehr als 2M DoF/Core/Zeitschritt erreicht, was etwa ein
Faktor 3 besser ist als die typischen CPU-Resultate vor Projektstart, welche auch
in MS1 betrachtet wurden. Auf GPU-Systemen ist die grundsätzliche Ausführung
auch möglich, jedoch wurden im Projektverlauf wegen des verzögerten Starts von
JUPITER, welcher laut Zwischenbericht 2025 angepeilt wurde, noch nicht auf großer
Skala getestet.

3.9.2 Milestone 5: Elemente

Mehrere koordinierte Entwicklungen trugen wesentlich zur Erreichung von Meilen-
stein 5 bei, dessen Ziel die Nutzung von ExaDG auf gemischten Gittertypen mit
dem CPU-Backend von deal.II sowie begleitende Optimierungen zur Verbesserung
der Datenlokalität war. Die Arbeiten wurden im Rahmen des Projekttreffens an der
TUM-INF im Sommer 2024 initiiert. Als zentrales Ergebnis wurde eine Prototyp-
Applikation zur matrixfreien Operatorauswertung auf gemischten Gittern in Ex-
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aDG integriert. Hierfür waren Erweiterungen von deal.II erforderlich, insbesondere
die Implementierung von Pyramidenelemente höherer Ordnung, sowie allgemeiner
Quadraturregeln beliebiger Ordnung.

Zur Unterstützung gemischter Gitter wurde in Zusammenarbeit mit dem
ADAPTEX-Projekt eine Kopplung von deal.II mit der Software t8code [11] be-
gonnen. Ziel ist die Verbindung der matrixfreien Finite-Element-Technologie von
deal.II mit der hochskalierbaren Forest-of-Trees-Infrastruktur von t8code. Dies er-
forderte substanzielle algorithmische und architektonische Erweiterungen beider Bi-
bliotheken, insbesondere zur adaptiven Verfeinerung gemischter Gitter, zur Behand-
lung nicht-standardisierter Flächenorientierungen und zur Unterstützung robuster
Eltern-Kind-Beziehungen.

Ergänzend wurden Mechanismen zur dynamischen Gitterrepartitionierung im-
plementiert, um unterschiedliche Performance-Charakteristika matrixbasierter und
matrixfreier Löser zu berücksichtigen und die Datenlokalität verbessert. Die
erfolgreiche Umsetzung der Meilensteinziele wurde durch die Simulation des
Schäfer–Turek-Benchmarks auf einem adaptiv verfeinerten, dynamisch partitionier-
ten gemischten Gitter demonstriert, die Ergebnisse wurden auf der AMR2025-
Konferenz präsentiert [12].

3.9.3 Milestone 7: Implizite Zeitintegrationsverfahren

Mehrere erzielte Ergebnisse leisten einen direkten Beitrag zu den laufenden Ent-
wicklungen in Richtung Meilenstein 7. Für die numerische Lösung der zeitabhän-
gigen Navier–Stokes-Gleichungen zur Beschreibung inkompressibler viskoser Strö-
mungen mittels impliziter Zeitintegrationsverfahren existieren grundsätzlich zwei
Klassen von Lösungsstrategien: monolithische bzw. gekoppelte Verfahren sowie pro-
jektionsbasierte oder Splitting-Methoden. Diese beiden Ansätze unterscheiden sich
wesentlich in der Behandlung der Kopplung zwischen Geschwindigkeits- und Dru-
ckunbekannten.

Beim gekoppelten Lösungsansatz entsteht ein Sattelpunktproblem, bei dem die
Druckunbekannten als Lagrange-Multiplikatoren zur Durchsetzung der Inkompres-
sibilitätsbedingung fungieren. Im Gegensatz dazu entkoppeln Projektions- bzw.
Splitting-Verfahren die Geschwindigkeits- und Druckfelder, sodass mehrere aufein-
anderfolgende, strukturell einfachere Teilschritte für Geschwindigkeit, Druck und
gegebenenfalls weitere Hilfsvariablen gelöst werden können. In Schussnig et al. [19]
wurde die Time-to-Solution verschiedener Linearisierungsvarianten der konvektiven
und nichtlinearen viskosen Terme systematisch verglichen. Die Ergebnisse zeigen,
dass eine semi-implizite Zeitintegration in Kombination mit einer Entkopplung der
beteiligten Felder deutliche Vorteile bietet. Das betrachtete Splitting-Verfahren lie-
fert präzise Ergebnisse und Geschwindigkeitsgewinne von 1.3 bis 3.5 gegenüber dem
monolithischen Ansatz bei identischen Linearisierungen. Beim Vergleich vollständig
impliziter Varianten der gekoppelten und der Splitting-Verfahren ergeben sich rela-
tive Rechenzeiten von 0.59 (gekoppeltes Verfahren) bzw. 0.32 (Splitting-Verfahren)
für die jeweils schnellsten implizit–expliziten Varianten.

Bestimmte Fluide mit komplexen Materialgesetzen werden ebenfalls semi-
implizit behandelt und nutzt die in Schussnig et al. [20] entwickelte Softwareinfra-
struktur. Durch die Vorberechnung komplexer Ausdrücke in den schwachen Formen
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konnten in einem praxisrelevanten Benchmark-Szenario Geschwindigkeitsgewinne
von bis zu 2.01 erzielt werden.

Neuere Arbeiten konzentrieren sich auf das konsistente Splitting-Verfahren nach
Liu [21], das im Gegensatz zu dem in [19] betrachteten Verfahren nach [13] nicht
durch einen Splitting-Fehler limitiert ist. Auch dieses Zeitintegrationsschema führt
zu getrennten, sequentiellen Schritten für Geschwindigkeit und Druck, wurde jedoch
mittels diskontinuierlicher Galerkin-Diskretisierung umgesetzt, um eine verbesser-
te Stabilität im konvektionsdominierten Regime zu erreichen. Zusätzlich wird die
Leray-Projektion zur Verbesserung der Massenerhaltung eingesetzt und Stabilisie-
rungsterme für die Normalenkontinuität sowie die Divergenzfreiheit aufgebracht, um
H(div)-Konformität schwach zu erzwingen. In Still et al. [4] wird optimale Konver-
genz in Raum und Zeit numerisch nachgewiesen und zugleich die praktische Anwend-
barkeit und Genauigkeit von Zeitintegratoren höherer Ordnung in anspruchsvollen
Benchmark-Problemen demonstriert.

Der abschließende Beitrag zu Meilenstein 7 besteht in der Verwendung von
Raviart–Thomas-Finite-Elementen, um eine vollständige H(div)-Konformität zu er-
reichen. Dabei entfallen die in Still et al. [4] verwendeten Regularisations-Terme und
der zugrundeliegende FE Raum wird entsprechend ersetzt. Darüber hinaus werden
zentrale Eigenschaften des resultierenden Verfahrens systematisch untersucht. Sämt-
liche im Zusammenhang mit diesem Meilenstein entwickelten Methoden sind öffent-
lich über ExaDG verfügbar (github.com/exadg/exadg; vgl. [1, 2]). Die in [20], [19]
und [4] beschriebenen Funktionalitäten sind vollständig integriert und einsatzbereit,
während die konsistenten Splitting-Erweiterungen auf Basis von Raviart–Thomas-
Elementen derzeit vorbereitet werden. Die Arbeiten an dem letzten Punkt des Mei-
lensteines sind zur Zeit des Projektendes noch nicht abgeschlossen, werden jedoch
über das Projektende hin fortgeführt und eine Publikation mit den Ergebnissen
befindet sich derzeit in Vorbereitung.

3.10 Fazit
Zusammenfassend wurden die im Projekt gesetzten Ziele und Meilensteine aus wis-
senschaftlicher und technischer Sicht erreicht. Zentrale methodische Fragestellungen
zur Entwicklung exascale-fähiger DG-Verfahren konnten erfolgreich adressiert wer-
den, insbesondere durch neue Diskretisierungsansätze, fortschrittliche Zeitintegrati-
onsverfahren und leistungsfähige Vorkonditionierungs- und Löserstrategien. Die er-
zielten Ergebnisse erweitern den Stand der Technik für hochskalierbare, matrixfreie
CFD-Löser und wurden in Form belastbarer algorithmischer Konzepte sowie um-
fangreicher numerischer Studien abgesichert. Die einzelnen Meilensteine bilden dabei
eine in sich konsistente Entwicklungslinie von grundlegenden numerischen Methoden
bis hin zu skalierbaren Lösungsstrategien für komplexe Geometrien.

Gleichzeitig wurden die entwickelten Methoden konsequent in ExaDG umgesetzt
und in realistischen Anwendungsszenarien validiert. Die erfolgreiche Erweiterung
auf tetraedrische und gemischte Gitter, die nachgewiesene hohe Parallel- und Node-
Level-Performance sowie die Anwendung in industrienahen Demonstratoren belegen
die praktische Reife der Ergebnisse. Damit wurde ExaDG substantiell in Richtung
einer anwendungsfähigen Exascale-Software weiterentwickelt, und die Projektziele
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konnten sowohl im Hinblick auf wissenschaftliche Innovation als auch auf nachhaltige
Nutzbarkeit und Anschlussfähigkeit erreicht werden.

4 Publikationen und Vorträge
In diesem Abschnitt werden die Veröffentlichungen, die in unserer Arbeitsgruppe
im Laufe dieses Projekts entstanden sind, gelistet.

Preprints

• Still et al. [10]: Matrix-Free Evaluation Strategies for Continuous and Discon-
tinuous Galerkin Discretizations on Unstructured Tetrahedral Grids
Diese Arbeit stellt Node-Level-Optimierungen für die matrixfreie Auswertung
von Finite-Element-Operatoren auf vollständig unstrukturierten Tetraedergit-
tern vor. Die entwickelten Strategien adressieren sowohl skalar- als auch vek-
torwertige Lösungsfelder und sind für kontinuierliche sowie diskontinuierliche
Galerkin-Diskretisierungen geeignet. Ein besonderer Fokus liegt auf optimier-
ten Datenzugriffsmustern, die aufgrund der eingeschränkten räumlichen Loka-
lität unstrukturierter Gitter deutlich strengere Anforderungen stellen als bei
strukturierten Gittern. Die vorgestellten methodischen Beiträge sind insbeson-
dere für CFD-Simulationen relevant, in denen matrixfreie Verfahren eine hohe
Skalierbarkeit ermöglichen. Anhand repräsentativer Anwendungsbeispiele aus
der numerischen Strömungsmechanik wird die Wirksamkeit der Optimierun-
gen demonstriert.

• Still et al. [4]: A Discontinuous Galerkin Consistent Splitting Method for the
Incompressible Navier-Stokes Equations
Diese Arbeit stellt eine diskontinuierliche Galerkin Diskretisierung des
konsistenten Splitting-Verfahrens nach Liu [21] vor, welches die Inkom-
pressibilitätsbedingung implizit erfüllt und sowohl Geschwindigkeits-Druck-
Kompatibilitätsanforderungen als auch Randartefakte des Drucks vermei-
det. Konsistente offene und Traktionsrandbedingungen werden ohne zeitli-
che Genauigkeitsverluste durch das Splitting berücksichtigt. Diffusive Ter-
me werden mittels der symmetrischen Interior-Penalty Method behandelt,
während eine semi-implizite Diskretisierung des konvektiven Terms die CFL-
Bedingung lockert. Die Massenerhaltung wird durch eine Leray-Projektion
mit Divergenz- und Normalenkontinuitätsregulation verbessert. Pro Zeitschritt
müssen nur eine Druck-Poisson-Gleichung und eine Konvektions-Diffusions-
Reaktions-Gleichung gelöst werden. Optimale Konvergenz in Raum und Zeit
sowie die Effizienz von Zeitintegratoren höherer Ordnung werden durch Bench-
marks nachgewiesen.

Konferenzvorträge

• Still et al. Coupled Problems 2025 [6]: Matrix-free discontinuous Galerkin me-
thods on unstructured tetrahedral grids with hybrid multigrid pre–conditioners
In diesem Konferenzbeitrag wurden die node level performance Optimierun-
gen für Tetraeder Elemente präsentiert. Dies umfasste Performance Analysen
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verschiedener matrixfreier Ansätze gegenüber matrix-basierten Ansätzen für
kontinuierliche und diskontinuierliche Galerkin Methoden. Weiter wurde eine
Strategie zur Optimierung lokaler Speicherstrukturen präsentiert, die ebenfalls
bei der Kopplung von Fluiden zu skalarem Transport zur Anwendung kommt.
Für den gekoppelten Transport wurden weiterhin effiziente lokale Vorkondi-
tionierer gezeigt.

• Still et al. AMR2025[12]: Enabling partitioned hybrid adaptive mesh refine-
ment in deal.II
Auf der Konferenz wurden erste Ergebnisse aus der Kopplung zwischen der
deal.II Bibliothek und t8code präsentiert. Dafür wurde in deal.II die Infra-
struktur erweitert, um gemische, dynamisch verteilte und lokal verfeinerte
Gitter zu unterstützen. Die beiden Bibliotheken interagieren miteinander über
ein Orakel basiertes Interface, welches nur wenige Funktionalitäten zur Verfü-
gung stellen muss. Vielfältige Ergebnisse wurden gezeigt, unter anderem der
Durchsatz von matrix-basierten und matrix-freien Algorithmen auf gemsichten
Gittern, sowie Anwendungsbeispiele wie das Schäfer-Turek benchmark.

Theses

• “A Discontinuous Galerkin Solver for Incompressible Flows on Tetrahedral
Elements” (Fazil Necioglu, MSc thesis, 2023)[9]:
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ExaDG um matrixfreie Finite-Element-
Operationen auf Dreiecks- und Tetraederelementen erweitert. Zur Kompen-
sation der fehlenden Tensorproduktstruktur von Tetraederelementen werden
alternative Strategien zur effizienten Anwendung des inversen Massenopera-
tors entwickelt und systematisch bewertet. Eine detaillierte Durchsatzanalyse
quantifiziert die Performance dieser Ansätze und zeigt, dass matrixfreie Ver-
fahren auch ohne Summenfaktorisierung zentrale DG-Vorteile wie die Block-
diagonalität der Massenmatrix ausnutzen können. Ein Vergleich mit Quadrilat-
und Hexaedergitter ordnet die Leistungsfähigkeit unterschiedlicher Element-
typen ein. Die Genauigkeit und Praxistauglichkeit werden durch Benchmarks
zu laminaren und turbulenten inkompressiblen Strömungen bestätigt.
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