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Anlage zum Verwendungsnachweis 

 

Sachbericht zum Verwendungsnachweis 
Kurzbericht (Teil I) 

Ziel des Gesamtvorhabens war die Entwicklung und Anwendung neuer Quantenalgorithmen für 
das Hubbard-Modell, die einen Quantenvorteil gegenüber klassischen Modellen bieten. Ziel des 
Teilprojekts war es, die Lücke zwischen den in der Gruppe entwickelten Algorithmen und ihrer 
praktischen Anwendung zu schließen. 
Bei Projektstart sah der Stand der Technik im Bereich Quantencomputing-Lösungen des 
Hubbardmodells wie folgt aus: In der Literatur lag eine experimentelle Implementierung auf 
einem Quantencomputer vor [1]. Dort wurde ein eindimensionales Hubbardmodel mit 8 
Orbitalen (16 Qubits) simuliert. Ein weiteres Experiment wurde im ersten Projektjahr 
durchgeführt [2] und Hubbardmodelle der Größe 1x8 und 2x4 simuliert (ebenfalls 8 Orbitale, 16 
Qubits). Zur Initialisierung wurde ein variationeller Algorithmus (VQE) verwendet. Problematisch 
in beiden Experimenten ist (i) die Größe des Systems, (ii) die eindimensionale Architektur und 
potenziell (iii) die Verwendung eines variationellen Algorithmus, dessen Komplexität 
exponentiell sein könnte. Um einen Quantenvorteil und die praktische Anwendung zu erreichen, 
muss mindestens ein zweidimensionales System der Größe 6x6 (36 Orbitale, 72 Qubits) 
simuliert werden. 
Ein erster Schritt in diese Richtung wurde von uns in [3] ausgeführt. Dort wurde der im 
Konsortium erarbeitete “Loschmidt-Echo” Algorithmus [4, 5] für die Quantencomputer von 
Quantinuum optimiert und getestet. Dort wurde ein Fermi-Hubbardmodell mit 2x8 = 16 Orbitalen 
(32 Qubits) simuliert und vier wichtige Erkenntnisse gewonnen: 
Erstens konnten wir zwar die Systemgröße im Vergleich zur Literatur verdoppeln, allerdings 
waren wir weiterhin auf ein quasi-eindimensionales System beschränkt. Zweitens erwies sich 
die Messung des Loschmidt-Echos als extrem fehleranfällig. Drittens wurde gezeigt, dass der 
Algorithmus nur dann praktisch nützlich ist, wenn Initialzustände mit niedrigerer Energie 
präpariert werden können, als für Produktzustände erreichbar. Viertens ist die Extraktion 
thermischer Observables aus der Fouriertransformation fehlerbehafteter Daten numerisch 
instabil. Ein Großteil unserer anschließenden Arbeit im Projekt befasste sich mit der Lösung 
dieser vier Probleme. 
Zur Fouriertransformation fehlerbehafteter Daten haben wir in [6] Methoden entwickelt, die 
explizit die Positivität der Zustandsdichte ausnutzen, um die Stabilität um mehrere 
Größenordnungen zu verbessern. Diese Methoden konnten wir auch nutzen, um Quantum 
Phase Estimation Algorithmen zu verbessern. 
Zur Präparation von Initialzuständen mit niedriger Energie haben wir Methoden basierend auf 
Matrixprodukt-Zuständen [8] und Variationellen Algorithmen [9] untersucht und sind zu dem 
Ergebnis gekommen, dass adiabatische Präparation am vielversprechendsten ist [7], jedoch 
bisher auf Quantencomputern nur in extrem kleinen Systemen durchgeführt wurde. 
Der Fehleranfälligkeit des Loschmidt-Echos konnten wir in [10] auf den Grund gehen, indem wir 
den “Dilution of Error” Mechanismus entdeckt haben, der besagt, dass extensive Variablen 
exponentiell fehleranfälliger sind als lokale Korrelationsfunktionen. Dadurch konnten wir zeigen, 
dass lokale Algorithmen (wie z.B. die im Konsortium entwickelte Methode [11]) deutlich 
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vielversprechender sind, als solche die auf Messung des globaler Observables wie z.B des 
Loschmidt-Echos oder Quantum Phase Estimation basieren. 
Die Beschränkung auf quasi-eindimensionale Systeme geht auf die Abbildung der simulierten 
fermionischen Freiheitsgrade zurück: In allen bisherigen Quantencomputer-Simulationen des 
Hubbardmodells wurde dazu das Jordan-Wigner Encoding verwendet. Die Anzahl der 
Zwei-Qubit-Gates pro Trotter-Schritt wächst in diesem Encoding linear mit der Systembreite. 
Darüber hinaus wird die kinetische Energie der Fermionen auf einen Operator mit extensivem 
Pauli-Gewicht abgebildet. Der Dilution of Error-Mechanismus sagt dann eine exponentielle 
Fehleranfälligkeit in der Systembreite voraus. 
Lösungen zur exponentiellen Fehleranfälligkeit der fermionischen Abbildung, sowie die 
adiabatische Zustandspräparation konnten wir in der ersten experimentellen Implementierung 
eines lokalen fermionischen Encodings demonstrieren [12]. Dort haben wir Quantum Gate 
Einsparungen im sogenannten Compact Encoding um mehr als 42% gefunden und damit die 
bisher verwendete Jordan-Wigner Abbildung für das Hubbardmodell überflüssig gemacht. 
Bedenken bezüglich der Skalierbarkeit des Compact Encodings konnten wir durch die 
Demonstration einer Toric Code Präparation in konstanter Schaltkreistiefe überwinden [13]. 
Möglich gemacht wurden diese Experimente durch eine neue Methode, Schaltkreise mit 
realistischem Fehler 10-100 schneller klassisch zu simulieren [14]. 
Eine Ressourcenschätzung auf Basis des lokalen Fermion-zu-Qubit Mappings und unter 
Einbezug des Dilution of Error Mechanism zeigt ein deutlich optimischeres Bild als bei 
Projektbeginn bekannt — sofern alle Komponenten (Hardware, Fermionische Abbildung, 
Trotterisierung, Fehlermitigation) strikt lokal sind: In der Nicht-Gleichgewichtsdynamik des 
Hubbardmodells kann so ein Quantenvorteil bereits mit voraussichtlich effektiver 
Zwei-Qubit-Gate Fidelity von 99.9% und 96 Qubits erreicht werden. Unter Berücksichtigung 
öffentlich verfügbarer Quantum Hardware Roadmaps sind diese Spezifikationen auch ohne 
volle Quanten-Fehlerkorrektur erreichbar. Unsere Ergebnisse haben so gezeigt, wie ein 
praktischer Quantenvorteil mehrere Jahre früher als zuvor erwartet erreicht werden kann.​
 
Zusammenfassung der Ergebnisse von Quantinuum im Projekt EQUAHUMO: 

1.​ Größte Quantencomputer-Simulation des Hubbardmodells (36 Orbitale, im Vergleich 
zum Stand der Technik bei Projektstart, 16 Orbitale) 

2.​ Klärung des “Dilution of Error”-Mechanismus, der erklärt und quantifiziert, warum lokale 
Algorithmen globalen Algorithmen (Quantum Phase Estimation, Loschmidt echo…) 
vorzuziehen sind. 

3.​ Verbesserung des effizientesten sofern bekannten Fermion-zu-Qubit Mappings 
(Compact Encoding) um >42%, erste experimentelle Demonstration des Compact 
Encodings und Demonstration des Vorteils des Compact Encodings gegenüber 
Jordan-Wigner. 

4.​ Ressourcenschätzung für den Quantenvorteil in der Nicht-Gleichgewichts-Dynamik des 
Hubbardmodells unter Einbeziehung von lokalen Fermion-zu-Qubit Mappings und des 
Dilution of Error: 96 Qubits, effektiver Fehler pro Zwei-Qubit-Gate 1e-3 (nach dem 
Erkenntnisstand vor Projektbeginn waren 5e-5 erforderlich). Dadurch wird ein erster 
Quantenvorteil nun auch ohne Fehlerkorrektur (und somit mehrere Jahre eher) erwartet. 
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Sachbericht zum Verwendungsnachweis 

Eingehende Darstellung (Teil II) 
 
 
Zur Erreichung des Quantenvorteils verfolgte das Gesamtvorhaben zwei Ansätze: zum einen 
wurde bereits vor Beginn des Projektes von mehreren Konsortialpartnern ein hybrider 
(“Loschmidt”-)Algorithmus entwickelt, der auf einem idealen Quantencomputer einen 
beweisbaren Quantenvorteil gegenüber klassischen Lösungen für die Simulation des 
Hubbardmodells bei endlicher Temperatur bietet [1, 2]. Auf der anderen Seite sollten im 
Konsortium neue Algorithmen entwickelt werden, die möglicherweise einen Quantenvorteil mit 
weniger Ressourcen herbeiführen könnten. Da Quantinuum im Konsortium vor allem an der 
praktische Realisierung des Quantenvorteils arbeitete, wurde zunächst der risikoarme 
Loschmidt-Algorithmus auf Quantinuums Hardware implementiert [3]. 
 
Der Loschmidt-Algorithmus in der Praxis 
 
Speziell wurde dort das Hubbardmodell zunächst mithilfe der Jordan-Wigner-Abbildung in einen 
Qubit-Hamiltonian umgesetzt. Eine Iteration des hybriden Algorithmus besteht aus der 
Präparation eines Anfangszustandes , bezüglich dessen das Loschmidt-Echo |ψ >

 berechnet werden soll (Abbildung rechts). All/gemein muss zur 𝐺(𝑡) =  < ψ| 𝑒−𝑖𝐻𝑡|ψ >
Berechnung einer solchen 
nicht-hermiteschen Observable 
ein Hadamard-Test herangezogen 
werden, der typischerweise zu 
extrem tiefen Schaltkreisen führt. 
Im Experiment konnten wir dies 
umgehen, indem wir zunächst 
einen GHZ-Zustand herstellen, 
der zwei Teilchenzahl-Sektoren 
koppelt. Die Differenz der 
Wahrscheinlichkeiten am Ende 
des Schaltkreises die Zustände  und  zu messen, ist exakt die Größe, aus der sich 00.. 0 10.. 0
am Ende die Zustandsdichte im mikrokanonischen Ensemble berechnen lässt. Klassisch 
werden im Allgemeinen exponentiell skalierende Ressourcen zur Berechnung dieser Größe 
benötigt. 
 
Die Funktionsweise des Loschmidt-Algorithmus sowie alle für das Hubbardmodell benötigten 
Komponenten konnten somit zum ersten Mal experimentell demonstriert werden. Allerdings 
traten durch die experimentelle Durchführung neue Fragen im Bezug auf den Quantenvorteil 
auf: 

Antje Pietsch
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Zum einen wurde aufgedeckt, dass die Einschränkung auf Produktzustände zur Initialisierung in 
der Praxis unzureichend ist. Zwar decken Produktzustände einen extensiven Bereich des 
Vielkörper-Spektrums ab, allerdings kann dieser Bereich des Spektrums je nach Modell auch 
mit klassischen Hochtemperatur-Approximationen simuliert werden. Außerdem spielt sich für 
das Hubbardmodell ein Großteil der relevanten Physik in einem Bereich des Spektrums ab, mit 
dem Produktzustände nur extrem kleinen Überlapp haben. 
Weiterhin kam die Unzulänglichkeit des Jordan-Wigner Mappings zu Tage. So gelang es uns 
zwar in diesem Experiment, den Stand der Technik im Bereich der digitalen 
Hubbardmodell-Simulationen von 16 auf 32 Qubits zu erhöhen [4,5]. All diese Simulationen 
waren jedoch auf eindimensionale Modelle beschränkt. Simulationen der wichtigsten Materialien 
erfordern eine Verallgemeinerung der Methoden auf zwei (teilweise drei) räumliche 
Dimensionen, allerdings hätte eine Simulation eines echten zwei-dimensionalen Modells unter 
Benutzung des Jordan-Wigner Mappings zu verschwindend geringen Signal-to-Noise ratios 
geführt. Dies liegt auf der einen Seite einfach an einer großen Anzahl Gates und tiefen 
Schaltkreisen, die für die Implementierung der für das Jordan-Wigner Mapping erforderlichen 
fermionischen SWAP-Netzwerke gefordert sind. Auf der anderen Seite ist in einem echt 
zwei-dimensionalen Modell die Propagation einzelner Fehler für Jordan-Wigner-basierte 
Schaltkreise ein großes Problem, auf das wir später in diesem Bericht genauer eingehen 
werden. 
Trotz der extrem niedrigen Fehlerraten in der Quantum Charge-Coupled Device Ionenfalle, mit 
der das Experiment durchgeführt wurde, kam es dennoch zu signifikanten Fehlern in den 
Zeitserien, überraschenderweise sogar insbesondere zu frühen Zeitpunkten. Diese Fehler 
konnten zwar mithilfe von Mitigationsmethoden reduziert werden, jedoch skaliert die Anzahl der 
benötigten Shots dieser Methoden exponentiell in der Systemgröße. Der Loschmidt-Algorithmus 
skaliert also in der Theorie auf idealen Quantencomputern polynomiell in der Systemgröße , 𝑁
sobald allerdings Gates mit endlichem Fehler  einbezogen werden, ergibt sich eine ε > 0

exponentielle Skalierung  mit einem Vorfaktor  Eine exponentielle Skalierung in  wird 𝑂(𝑒αε𝑁) α. ε
zwar für alle Quantenalgorithmen erwartet, allerdings ist der Faktor  in der Praxis so groß, α𝑁
dass wir für einen Quantenvorteil erst mit fehlerkorrigierten Quantencomputern rechnen. 
Konkret besagt das Standardmodell der Ressourcenschätzung in dem Fall, dass ein 
Quantencomputer mit effektiver Fehlerrate pro Zwei-Qubit Gate von   benötigt wird, ε < 1/𝑀
wobei  die Anzahl der Zwei-Qubit Gates im Schaltkreis ist. Um einen sicheren Quantenvorteil 𝑀
für die Berechnung eines einzelnes Loschmidt-Echos herbeizuführen (und insbesondere die 
Kapazitäten von Tensornetzwerksimulationen weit zu übersteigen), bedarf es der Simulation 
von ca. 30 Trotter-Schritten auf einem 6x6 Hubbardmodell. Nach Stand der Technik würde ein 
solcher Quantenschaltkreis 20160 Zwei-Qubit Gates verlangen und somit eine Fehlerrate von 

. Uns bekannte Hardware Roadmaps sehen die Verbesserung physikalischer ε < 5 × 10−5

Gates bis zu  voraus, gehen jedoch nicht darüber hinaus. ε = 10−4
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Fehlermitigation in der Fouriertransformation 
 
Eine Möglichkeit, mit der Fehleranfälligkeit 
des Loschmidt-Algorithmus umzugehen, ist, 
die klassische Seite des Algorithmus zu 
optimieren: In dem hybriden Algorithmus 
wird der Quantencomputer nur dazu 
verwendet, das Loschmidt-Echo zu 𝐺(𝑡) 
berechnen. Dieses wird 
Fourier-transformiert, um die lokale 
Zustandsdichte  zu gewinnen, die dann 𝐷(ω)
mit einem Boltzmann-Faktor gewichtet und 
letztendlich als Wahrscheinlichkeitsdichte für 
klassisches Monte Carlo Sampling 
verwendet wird. In [6] haben wir die Frage 
gestellt, ob es möglich ist,  trotz fehlerbehafteter Zeitserien  akkurate Zustandsdichten und 𝐺(𝑡)
damit gute Endergebnisse im Monte Carlo Sampling zu erhalten (Abbildung rechts).  
 
Die Schlüsselerkenntnis war, dass selbst für komplexe Systeme a priori Eigenschaften der 
Zustandsdichte  bekannt sind: In jedem Fall ist  positiv, teilweise kann durch 𝐷(ω) 𝐷(ω) > 0
Wissen über z.B. die Energielücke die Zustandsdichte weiter eingeschränkt werden. Falls also 
die Fouriertransformation der Loschmidt-Zeitserie an einem Punkt im Spektrum negativ wird, 
wissen wir, dass dies entweder durch Gate-Fehler, die endliche Anzahl Shots, oder die endliche 
Zeitentwicklung auf dem Quantencomputer verursacht wurde. Stattdessen können wir diejenige 
Zustandsdichte finden, die mit dem Vorwissen kompatibel ist und am besten zu den 
Zeitserien-Daten passt. 
 
In der Praxis wird dies durch einen (klassisch effizienten) non-negative least squares 
Algorithmus bewerkstelligt. In einem exemplarischen Modellsystem (Ising-Modell) übersteigt die 
Genauigkeit dieser Methode die naive Fouriertransformation um mehrere Größenordnungen. 
Zukünftig kann der non-negative least squares Algorithmus durch komplexere Methoden ersetzt 
werden. Allerdings konnten wir durch dem Benchmarking der Methode auch lernen, dass selbst 
mit diesen Verbesserungen das Endergebnis des hybriden Algorithmus nur dann klassisch 
unerreichbar ist, wenn über Initialzustände gesampelt werden kannm die unterhalb des 
Bereichs des Spektrums ist, mit dem Produktzustände hohen Überlapp haben. Andernfalls 
können Ergebnisse ähnlicher Qualität völlig ohne Quantencomputer herbeigeführt werden, 

indem die Approximation verwendet wird (eventuell ergänzt um die < ψ|𝑒−β𝐻|ψ >≈ 𝑒−β<ψ|𝐻|ψ>

zweite Ordnung , die klassisch ebenfalls effizient berechnet werden kann). < ψ|𝐻2|ψ >
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Kalte Initialzustände 
 
Um das Problem der hochenergetischen Initialzustände zu überwinden haben wir drei 
Methoden untersucht. Eine dieser Methoden ist der variationelle Quantum-Algorithmus (VQA). 
Dort wird eine Zustand durch Parameter in einem Ansatzschaltkreis parametrisiert, die in einem 
Feedback-Loop zwischen klassischem und Quantencomputer optimiert werden. Die 
Optimierung dieser Parameter ist typischerweise hochkomplex und für generische Probleme 
sogar exponentiell schwierig. In [7] haben wir an der Klasse von freien fermionischen Zuständen 
Möglichkeiten untersucht, dieses Problem zu überwinden. Diese Klasse von Zuständen kommt 
natürlich in der Simulation des Hubbardmodells vor und erlaubte es uns, die Skalierung des 
Algorithmus  auf bis zu 80 Qubits zu untersuchen. Insbesondere konnten wir feststellen, dass 
die Optimierung der Parameter vereinfacht wird, wenn (i) Ansatzschaltkreise explizit die 
Symmetrien des Systems brechen und (ii) wenn der Ansatzschaltkreis überparametrisiert ist, 
d.h. wenn ein kleinerer Schaltkreis bereits den gewünschten Zustand präparieren könnte. Trotz 
dieser Ergebnisse bleibt die skalierbare Präparation von niedrig liegenden Initialzuständen 
mittels VQA für das Hubbardmodell ausserhalb der aktuell verfügbaren Ressourcen. 
 
Ein Lösungsansatz für die Vereinfachung de Parameteroptimierung in VQA haben wir in [8] 
untersucht. Dort wurden VQA mit Matrixproduktzuständen (MPS) kombiniert. Die Idee ist, den 
initialen -Zustand durch einen Matrixproduktzustand  zu ersetzen und den |0 > |𝑀𝑃𝑆 >
parametrisierten Quantenschaltkreis auf  anzuwenden. Dies erlaubt, die Komplexität |𝑀𝑃𝑆 >
zwischen dem parametrisierten Ansatz und einer MPS-Kalkulation beliebig zu verteilen — für 
ausreichend große Bond Dimension  kann so zum Beispiel ein beliebiger Zustand ganz ohne χ
Parameteroptimierung präpariert werden. Die Übersetzung von Matrixproduktzuständen in 
Quantenschaltkreise mit Ein- und Zwei-Qubit Gates wird durch die kanonische (unitäre) Form 
von -MPS durchgeführt. Die Verschränkung von MPS mit größerer Bond Dimension wird χ = 2
rekursiv reduziert. Genau in dieser rekursiven Reduktion ist jedoch die Schwäche der Methode 
zu finden: Da die rekursive Reduktion des MPS-Zustandes mit  nur approximativ χ > 2
durchgeführt werden kann, propagieren kleinste Fehler in einer Rekursion durch den 
Algorithmus, sodass MPS mit großer Bond Dimension nur sehr ungenau präpariert werden 
können. 
 
Die dritte Möglichkeit zur Präparation von Initialzuständen mit niedriger Energie basiert auf der 
adiabatischen Entwicklung, die wir in [9] untersuchten. Anders als heuristische Methoden wie 
VQA, gibt es für die adiabatische Zustandspräparation mathematisch rigorose Erfolgsgarantien 
und die benötigten Ressourcen können von oben beschränkt werden. Die Existenz solcher 
oberen Schranken hat jedoch ironischerweise dazu geführt, dass adiabatische Methoden in der 
Quantencomputing-Literatur der letzten Jahre im Vergleich deutlich weniger berücksichtigt 
worden sind — implizit wurde angenommen, dass diese oberen Schranken nah an den 
tatsächlich benötigten Ressourcen liegen. Für physikalisch relevante System ist dies jedoch 
nach unseren Erkenntnissen nicht der Fall. So führt zum Beispiel der Fehler in der 
Trotterisierung der adiabatischen Zeitentwicklung lediglich zu einer Modifikation des instantanen 
Hamiltonians und damit des adiabatischen Pfades durch den Parameterraum, allerdings bleiben 
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die Erfolgsgarantien erhalten. Die adiabatische Zustandspräparation genießt zudem 
bemerkenswerte Flexibilität bezüglich des Parameterpfades und die benötigten  
Schaltkreistiefen sind prinzipiell unabhängig von der Systemgröße, wenn sich Anfangs- und 
Endzustand in der gleichen Phase befinden. In der Praxis kann ein Phasenübergang dadurch 
vermieden werden, dass im Quantenschaltkreis alle Symmetrien explizit gebrochen werden 
(dies ist ein Vorteil von universeller Quantenhardware). Für topologische Phasen kann oft ein 
Fixpunktzustand mithilfe von Messung und Feed-Forward präpariert werden, der als 
Ausgangszustand für die adiabatische Präparation genutzt werden kann. 
Aufgrund dieser neu gewonnenen Erkenntnisse bewerten wir nun die adiabatische Präparation 
als die am besten skalierbare und damit vielversprechendste Methode zur Präparation  
relevanter Initialzustände. 
 
Der “Dilution of Error”-Mechanismus 
 
Selbst unter Annahme einer effizienten Präparation kalter Initialzustände und robuster 
Methoden zur Fouriertransformation fehlerbehafteter Zeitreihen, verbleibt weiterhin das 
grundlegende Problem der exponentiellen Fehleranfälligkeit des Loschmidt-Echos selbst — 
selbst robusteste klassische Extraktionsmethoden schlagen zwangsläufig fehl, wenn das Signal 
des Quantencomputers vollkommen von Rauschen überlagert wird. In der Publikation [11] sind 
wir der exponentiellen Fehleranfälligkeit des 
Loschmidt-Echos auf den Grund gegangen. Speziell 
wurde die Fragestellung analysiert, warum die 
Quantensimulation lokaler Observablen, wie sie z.B. 
auch in analogen Simulatoren betrieben wird, so 
viel robuster erscheint, als die Simulation des 
Loschmidt-Echos. Wir konnten zeigen, dass die 
Pauli-Zerlegung eines lokalen Operators in der 
Heisenberg-Evolution unter gewissen Umständen 
auf Pauli-Termen mit Gewicht  konzentriert ist. 𝑂(1)
Dies ist signifikant, da der Einfluss von 
Gate-Fehlern mit dem durchschnittlichen 
Pauli-Gewicht wächst. Falls also eine Observable 
durchschnittlich Pauli-Terme mit Gewicht  aufweist, ist die Wirkung von Gate-Fehlern auf 𝑂(1)
die Messung dieser Observable unabhängig von der Systemgröße, d.h. eine Mitigation dieser 

Fehler ist prinzipiell mit  extra Shots möglich, unabhängig von der Systemgröße , wobei 𝑂(𝑒εχ𝐷) 𝑁
der Sensitivitätsparameter  das durchschnittliche Pauli-Gewicht der zeitentwickelten χ
Observable und  die Schaltkreistiefe angibt. Diese Annahmen sind (i) die Lokalität des 𝐷
(möglicherweise zeitabhängigen) Floquet-Hamiltonians, (ii) eine generische Struktur der 
Vorzeichen der Pauli-Terme (wir vermuten hier eine Möglichkeit, eine Formulierung der 
Eigenstate Thermalisation Hypothesis [ETH] im Heisenberg-Bild zu finden) und (iii) initiale 
Konzentration der Observablen auf Pauli-Termen mit Gewicht . Dieser letzte Punkt ist für 𝑂(1)
lokale Observablen (Magnetisierung, Energiedichte etc.) erfüllt, das Loschmidt-Echo als 



6 

Projektion auf einzelne Zustände (e.g. ) ist im |0.. 0 >< 0.. 0| ∝ 1 + 𝑍
1

+  ...  +  𝑍
1
... 𝑍

𝑁

Heisenberg-Bild jedoch auf Pauli-Terme mit Gewicht  konzentriert. χ = 𝑂(𝑁)
 
Eine Konsequenz aus dieser Erkenntnis ist eine neue Methode, Gate-Fehler zu mitigieren. Falls 
ein akkurates Modell der Quantum Channels vorliegt, der die Hardwareoperationen beschreibt, 
können Krausoperatoren in den Schaltkreis eingefügt werden, um  zu bestimmen. Zusammen χ
mit den Rohdaten erlaubt dies, das Signal 
des Quantencomputers mittels 

(“EXP”) oder < 𝑂 >  =  𝑒εχ𝐷 < 𝑂 >
𝑟𝑎𝑤

 

(“LIN”) zu < 𝑂 >  = (1 + εχ𝐷) < 𝑂 >
𝑟𝑎𝑤

 

mitigieren. In den von uns getesteten 
Systemen erlaubte uns diese Methode 
Rohsignale von Stärke < -4 dB ( ) 1/𝑒
zurückzugewinnen, selbst in 
zeitabhängigen Simulationen ohne 
Energieerhaltung (Abbildung rechts). 
Für lokale Quantensimulation ergibt sich somit ein neues Modell (“ -Modell”) der χ𝐷
Resourcenschätzung: Statt  wird lediglich  gefordert, was in der Praxis ε <  1/𝑀 ε <  1/χ𝐷
systemgrößenunabhängig sein kann und typischerwise . In der in der Abbildung oben χ𝐷 ≪ 𝑀
gezeigten Simulation der Magnetisierung im Ising-Modell ist beispielsweise , während χ ≈ 1

, sodass das Standardmodell den erforderlichen Gate-Fehler um einen Faktor 𝑀 = 2𝐷𝑁
 unterschätzt. 𝑀/χ𝐷 = 2𝑁

Der Dilution of Error Mechanismus zeigt auch, warum Jordan-Wigner-basierte Schaltkreise für 
zwei-dimensionale fermionische System so außerordentlich fehleranfällig sind: Während die 
physikalisch relevanten fermionischen Operatoren (Ladungsdichte, kinetische Energie etc.) 
lokal sind, werden diese durch die Jordan-Wigner-Abbildung auf Operatoren mit extensivem 
Pauli-Gewicht abgebildet. Das führt zu der Erwartung, dass für Jordan-Wigner-basierte 
Simulationen das Standardmodell greift, und nicht das -Modell.  χ𝐷
 
Die erste Quantencomputer-Simulation eines 2D fermionischen Systems 
  
Der Dilution of Error-Mechanismus erklärt nicht nur die Probleme globaler Algorithmen und 
Fermion-zu-Qubit-Abbildungen auf fehleranfälligen Quatencomputern, sondern zeigt gleichzeitig 
einen Weg auf, diese Probleme zu überwinden: Der Schlüssel zu fehlerresistenten 
Quantensimulationen ist die Lokalität, sowohl bezüglich der gemessenen Observablen, als auch 
des Simulator-Hamiltonian, in den das fermionische System übersetzt wird. Prinzipiell gibt es 
Fermion-zu-Qubit-Abbildungen, die die Lokalität des fermionischen Systems wahren. Allerdings 
sind diese Abbildungen mit Kosten an anderen Stellen verbunden und verlangen z.B. nach 
Ancillae oder nach Gates, die auf mehr als zwei Qubits wirken. Daher gab es bis ins Jahr 2023 
keine experimentelle Demonstration solcher Abbildungen, geschweige denn solche, die einen 
Vorteil gegenüber Jordan-Wigner erzielen. 



7 

Dieses Problem wurde von uns in der Publikation [12] überwunden. Dort betrachteten wir das 
sogenannte Compact Encoding, welches die fermionische 
Statistik durch die Kopplung der Qubits an ein Toric-Code-System 
simuliert. Der Toric Code Zustand ist der Grundzustand eines auf 
Qubits definierten Hamiltonian, allerdings verhalten sich dessen 
Anregungen fermionisch.  
Das Compact Encoding wurde bisher nicht für 
Quantesimulationen verwendet, da die fermionischen 
Hopping-Operatoren auf Drei-Körper-Interaktionen abgebildet 
werden (Abbildung rechts, grün), die auf 
Standard-Quantencomputern nicht verfügbar sind und somit zu 
Zwei-Körper-Gates kompiliert werden müssen. In unserer Arbeit 
fanden wir, dass durch das geeignete Gruppieren der Drei-Körper-Interaktionen die Anzahl der 

für die Simulation des fermionischen 
Hoppings benötigten Gates um 42% 
reduziert werden kann. So können 
ausreichend Ressourcen gespart werden, 
um bereits auf einem LxL=6x6 
Hubbardmodell auf dem Quadratgitter 
einen Vorteil gegenüber Jordan-Wigner 
Abbildungen zu bekommen (Abbildung 
links). 
Wir benutzen diese neue 
Kompilierungsstrategie für die 
Implementierung eines adiabatischen 
Algorithmus, mit dem ein approximativer 
Grundzustand auf dem 
Ionenfallen-basierten Quantencomputer 

H2 von Quantinuum hergestellt wurde. Die Messung der Energiedichte am Ende der 
adiabatischen Zustandspräparation ist kompatibel mit dem Dilution of Error-Mechanismus: 
Observablen mit höherem Gewicht sind fehleranfälliger und das Compact Encoding stellt sich 
als robuster als das Jordan-Wigner Encoding heraus. Für die Quantencomputersimulation des 
Hubbardmodelsl gibt es somit keinen Grund, das Jordan-Wigner Mapping weiterhin zu 
verwenden. 
Darüber hinaus fanden wir heraus, dass die für das Compact Encoding benötigten Ancillae für 
die Mitigation von Fehlern verwendet werden können. Im Gegensatz zu globalen 
Erhaltungsgrößen (wie der Teilchenzahl) ermöglichen es die lokalen Toric Code Stabiliser 
Operatoren, korrupte Informationen lokal zu filtern, und so mit weniger Shots die gleiche 
Genauigkeit zu erreichen.  
Die Realisierung der fermionischen Statistik durch den Toric Code führt also zu signifikanten 
Vorteilen (Dilution of Error, effiziente Fehler-Mitigation). Allerdings wird auch im Vergleich zu 
Jordan-Wigner die Komplexität der Simulation erhöht, da zunächst ein Grundzustand des Toric 
Code im Quantencomputer erzeugt werden muss. Prinzipiell könnte man annehmen, dass dies 
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ein großes Problem darstellt, da während der 
Präparation eines Toric Code Zustands aufgrund 
der topologischen Ordnung des Zielzustandes im 
Quantencomputer zwangsweise ein 
Phasenübergang überschritten wird, und daher 
die erforderliche Schaltkreistiefe mit der 
Systemgröße skaliert, was die Skalierbarkeit 
beeinträchtigen kann. Um diese Zweifel 
auszuräumen haben wir in [10] demonstriert, 
dass ein Toric Code Grundzustand mit konstanter 
Schaltkreistiefe mit hoher Genauigkeit präpariert 
werden kann, wenn Mid-Circuit Measurements 
und Feed-Forward in der Quantenhardware zur Verfügung stehen (Abbildung rechts). Dieses 
Resultat ist der letzte notwendige Schritt, der es erlaubt, prinzipiell jede triviale oder 
symmetriegebrochene fermionische Phase auf einem Quantencomputer adiabatisch in 
konstanter Schaltkreistiefe zu präparieren.  
 
Analoge Simulation von Gate-Fehlern 
 
In sämtlichen Arbeiten wurden umfangreiche klassische numerische Simulationen zum Testen 
von Hypothesen verwendet. Die Rechenleistung für diese Simulationen wurde zum Teil über 
Google Virtual Machines und teilweise von Fermioniq (für Schaltkreissimulationen mithilfe von 
Circuit-DMRG) bezogen. Besonders herauszuheben ist die Simulation von Schaltkreisen unter 
Einfluss von Gate-Fehlern. Exakte Simulationen in diesem Bereich erfordern die Speicherung 
von Dichtematrizen und sind somit auf extrem kleine Systeme (<15 Qubits) beschränkt. Daher 
werden typischerweise Trajektorien-basierte Methoden verwendet, bei denen Tausende von 
Wellenfunktionen gesampelt werden müssen. Dadurch entstehen signifikante Kosten für 
klassische Computerressourcen.​
Wir haben in [13] eine Methode erarbeitet, Trajektorien mit weniger Varianz zu simulieren. Die 
Schlüsselerkenntnis ist, dass die Dekomposition des Fehlerkanals nicht eindeutig ist und 
verschiedene Dekompositionen zwar am Ende die gleichen Erwartungswerte liefern müssen, 
jedoch unterschiedliche Varianz aufweisen. Als besonders vorteilhaft stellen sich dabei 
Dekompositionen heraus, bei denen alle Kraus-Operatoren nahe der Identität sind. 
Je nach System erlaubt es die von uns veröffentlichte Methode, die Simulationskosten für die 
zukünftige Entwicklung um einen Faktor 10-100 zu reduzieren. 
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Vergleich zu den im Antrag angegebenen Arbeitspaketen 
 
Im ursprünglichen Arbeitsplan waren sechs Arbeitspakete vorgesehen. In dieser Sektion gehen 
wir auf die Beziehung der im Hauptteil beschriebenen technischen Ergebnisse mit den 
verschiedenen Arbeitspaketen ein. 
 
Arbeitspaket 1.4 (Präparation von Initialzuständen):  Wurde durch die Publikation der 
Ergebnisse [7,8,9] erfolgreich abgeschlossen. Hauptergebnis ist die gute Performance des 
adiabatischen Algorithmus, der sich als robuster und flexibler als die Alternativen herausgestellt 
hat.  
 
Arbeitspaket 1.6 (Methoden zur Extrapolation): Wurde durch die Publikation der Ergebnisse 
[6,11] erfolgreich abgeschlossen. Für den Loschmidt-Algorithmus wurde die non-negative least 
squares-Technik entwickelt. Insbesondere hervorzuheben sind die LIN und insbesondere 
EXP-Mitigation, die in [11] entwickelt wurden und die für die Quantensimulation lokaler 
Hamiltonians aktuell empirisch die effizienteste Methode zur Fehlermitigation darstellen, wenn 
die Krausoperatoren der Quantenhardare bekannt sind.  
 
Arbeitspaket 3.7 (Spezifikationen für den Quantenvorteil): Wurde durch die Publikation der 
Ergebnisse [2,3,10,11,12] erfolgreich abgeschlossen. Insbesondere wurde in [11] gezeigt, dass 
die Simulation lokaler Observablen in Bezug auf den Quantenvorteil deutlich vielversprechender 
ist als der Loschmidt-Algorithmus [2,3]. Die Präparation von topologischen Zuständen in 
konstanter Schaltkreisetiefe [10] und die Entwicklung des Corner Hopping für das Compact 
Encoding ist wichtig für die Schätzung der Ressourcen für zwei-dimensionale fermionische 
Systeme. Unter Einbezug dieser neuen Erkenntisse schätzen wir die erforderlichen Ressourcen 

für den Quantenvorteil auf 96 Qubits,  effektiver Zwei-Qubit Gate Fehler für die 10−3

Nicht-Gleichgewichtsdynamik und auf 3900 Qubits,   Zwei-Qubit Gate Fehler für 4 × 10−5 
die Grundzustandssuche im Hubbardmodell (siehe Sektion “Zukunftsaussichten” für mehr 
Details). 
 
Arbeitspaket 4.1 (Anwendung auf MoS2 und h-BN): Abbildung auf MoS2 wurde ausgeführt, 
führte jedoch nicht zur Publikation. Dies liegt daran, dass selbst ein minimales Modell von MoS2 
(i) mehrere Orbitale pro Gitterpunkt aufweist und (ii) das Hubbardmodell um Hund-Terme 
erweitert. Speziell die Einführung von mehreren Orbitalen an einem Gitterpunkt stellt für lokale 
fermionische Encodings ein Problem dar, da an einem einzelnen Gitterpunkt mehrere 
antikommutierende Terme simuliert werden müssen. In Anbetracht des im Projekt erarbeiteten 
Dilution of Error Mechanismus und der dadurch essentiell gewordenen lokalen fermionischen 
Encodings ist die Komplexität dieser Mehrbandsysteme deutlich höher als zu Projektanfang 
angenommen und sprengt damit den Projektumfang. Zusätzlich wurde von anderen Stellen der 
Druck erhöht, sich zunächst auf einen Quantenvorteil für das Einband-Hubbardmodell zu 
konzentrieren, das laut der in 2023 veröffentlichten Arbeit von Xu et al. bereits alle notwendigen 
Komponenten zur Beschreibung der d-wave Supraleitung enthält. Modelle mit mehreren 
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Bändern und die Präsenz von Hund-Termen im Hubbardmodell sind für unsere weiterfolgende 
Forschung im Anschluss an das Projekt geplant. 
 
Arbeitspaket 4.2 (Softwarebibliotheken): Wurde von uns durch die Publikation der OpenSource 
Pakete [14,15,16] erfolgreich abgeschlossen. In [14] wurde der im Konsortium erarbeitete 
Loschmidt-basierte Algorithmus implementiert, [15] enthält elementare Methoden zur 
Präparation von (niedrig-energetischen) Tensornetzwerkzuständendn und [16] bietet eine 
Implementierung der vom Konsorialpartner FAU entwickelten “Perturbative 
Optimisation”-Technik, die Schaltkreise für die Zeitentwicklung lokaler Hamiltonians optimieren 
kann. 
 
Arbeitspaket 4.3 (Software zur kommerziellen Verwertung): Wurde in Absprache mit dem 
Projektträger gestrichen. Aufgrund des in 2022 verhängten Einstellungsstopps bei Quantinuum 
musste mindestens ein Arbeitspaket gestrichen werden. Auf der anderen Seite wurde bekannt, 
dass das Interesse am reinen Hubbardmodell aktuell weniger aus der Industrie kommt, sondern 
vor allem aus der Wissenschaft. Daher wurde das Verwertungsmodell der kommerziellen 
Software zunächst zurückgestellt und die Priorität des Arbeitspaket 4.3 im Vergleich zum Rest 
des Projektes reduziert. 
 
 
 
Zukunftsaussichten 
 
Durch unsere Arbeiten an lokalen fermionischen Encodings und an der Präparation von Toric 
Code Initialzuständen in konstanter Schaltkreistiefe ist es nun prinzipiell möglich Grundzustände 
topologisch trivialer fermionischer Systeme in konstanter Schaltkreistiefe zu präparieren. Erste 
Resultate auf kleinen Hubbardmodellen zeigen, dass Zustände mit effektiver inverser 
Temperatur  mit ca. 150 Trotterschritten adiabatisch erzeugt werden können. Dies ist im β = 14
Bereich der Temperatur, bei der der Übergang zur d-wave Supraleitung erwartet wird. Mit der 
von uns entwickelten Corner Hopping-Technik benötigt ein Trotterschritt eine Schaltkreistiefe 
von 15, sodass ein Quantenschaltkreis der Tiefe  möglicherweise den Übergang zur 𝐷 = 2250
unkonventionellen Supraleitung im puren Hubbardmodell simulieren könnte. Unter Annahme 
einer Fehlersensibilität dieser Rechnung von  (10 mal so hoch wie im Ising-Modell, 5 Mal χ = 10
so hoch wie im spinlosen Hubbardmodell), ergibt sich eine Anforderung an den effektiven 

Zwei-Qubit Gate Fehler von . In der Praxis liegt vermutlich keine ε =  1/χ𝐷 ≈ 4 × 10−5 
Supraleitung im reinen Hubbardmodell vor, und stattdessen muss das Hopping zwischen 
übernächsten Nachbarn einbezogen werden, was die Schaltkreistiefe ca. um einen Faktor 2 
erhöht. In jedem Fall ist eine solche Simulation vermutlich nur mit fehlerkorrigierten 

Quantencomputern möglich, jedoch können effektive Fehlerraten von  bereits mit 1 × 10−5

Codes niedriger Distanz herbeigeführt werden. Verlangt man also z.B. nach einem 
Qubit-Overhead von 13-zu-1 kann eine solche Simulation auf einem 10x10 Hubbardmodell mit 
periodischen Randbedingungen mit 3900 Qubits durchgeführt werden, wodurch ein 

Antje Pietsch
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signifikanter Quantenvorteil für die Berechnung dynamischer Korrelationsfunktionen bei 
endlicher Temperatur entsteht. Solche Hardware ist bei Quantinuum für 2029 geplant.  
Kritische Fragen, die bis dahin analysiert werden müssen, sind (i) die Performance der 
adiabatischen Zustandspräparation auf Systemen, die die Möglichkeiten der klassischen 
Simulation überschreiten und (ii) die Validierung des Dilution of Error Mechanismus und die 
Quantifizierung der Fehler-Sensitivität  für die spezielle Simulation. Beide Fragen können mit χ
Quantencomputern der Generationen 2025 - 2029 untersucht werden. 
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