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2 Zusammenfassung

Finite-Elemente-Verfahren werden verwendet um partielle Differentialgleichungen numerisch
zu lésen. Sie zeichnen sich durch eine hohe Genauigkeit und eine genaue Konvergenztheo-
rie aus. Bei partiellen Differentialgleichungen héherer Dimension d>3 kénnen sie jedoch effi-
zient kaum angewendet werden, da der Rechenaufwand mit der Ordnung O(NY) ansteigt,
wobei N die Anzahl der Unbekannten in einer Raumrichtung ist. Klassische Parallelisierungs-
techniken, wie der Gebietszerlegung sind bei h6heren Dimensionen sehr ineffizient, so dass
diese eine Reduzierung des Rechenaufwandes nicht ermoéglichen. Durch einen hierarchi-
schen Ansatz kann der Rechenaufwand in héheren Dimensionen theoretisch wesentlich ver-
ringert werden. Dieser fihrt zu sogenannten dinnen Gittern, die nur O(N log(N)%?') Gitter-
punkte im Vergleich zu O(NY Gitterpunkten von klassischen vollen Finite-Elemente-Gittern
besitzen. Es ist jedoch nicht trivial Algorithmen zu entwickeln, die numerisch partielle Diffe-
rentialgleichungen mit einem Rechenaufwand von der gleichen Ordnung l6sen. In friheren
wissenschaftlichen Arbeiten wurden hierzu Algorithmen entwickelt, die nur bei einfachen Ko-
effizienten in der Differentialgleichung oder nur bei nicht adaptiven Gittern angewendet wer-
den kénnen. Im vorliegenden Forschungsprojekt wurden neuartige Algorithmen entwickelt,
die eine wesentlich gréRere Anwendungsbreite ermoglichen. Zum einen konnten lokal adap-
tive dinne Gitter erzeugt werden, die auch eine Diskretisierung von patrtiellen Differential-
gleichungen mit variablen Koeffizienten erlauben. Hierbei wurde das Konzept der Diskretisie-
rung mit Semi-Orthogonalitat mit Prewavelets als hierarchische Basisfunktionen geeignet
erweitert. Schwierig ist insbesondere die Diskretisierung von allgemeinen variablen Koeffi-
zienten. In vorherigen Arbeiten wurden bei numerischen Simulationen nur variable Koeffi-
Zienten betrachtet, die eine Tensorproduktstruktur aufweisen. Dadurch ist sowohl die Spei-
cherung als auch die Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen wesentlich einfacher als
bei allgemeinen variablen Koeffizienten. Der Grund fir den hohen Rechenaufwand bei all-
gemeinen Koeffizienten ist die Anisotropie der Geometrie lokaler Steifigkeitselemente und
dass die entstehende lokale Steifikeitsmatrix O((29)%) = O(49) Eintrage besitzt. Diese Proble-
me wurden mit einen geeigneten Monte-Carlo-Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen
gelodst. Um Simulationsergebnisse auch bei hohen Dimensionen d=4,6 zu erhalten wurden
geeignete Parallelisierungstechniken fir Hochleistungsrechner entwickelt. Die Simulations-
ergebnisse zeigen eine gute Konvergenz des Finite-Elemente-Verfahrens auch bei hohen
Dimensionen d=4,6, bei schwierigen variablen Koeffizienten mit Singularitaten und bei L6-

sungen, die eine lokale adaptive Verfeinerung der Gitter verlangen.
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Summary

Finite element methods are used to solve partial differential equations numerically. They are
characterized by high accuracy and accurate convergence theory. However, they can hardly
be used efficiently for partial differential equations of higher dimensions d>3, since the com-
putational effort increases with the order O(NY), where N is the number of unknowns in one
spatial direction. Furthermore, classic parallelization techniques, such as domain decomposi-
tion, do not allow a reduction in the computational effort, since they are inefficient at higher
dimensions. Theoretically, a hierarchical approach can significantly reduce the computational
effort in higher dimensions. This approach is called sparse grids. It leads to only
O(N log(N)4~1) grid points compared to O(NY) grid points of classic full finite element grids.
However, it is not trivial to develop algorithms, which numerically solve partial differential
equations with a computational effort of the same order. In previous scientific work, algo-
rithms were developed that can only be used in case of simple coefficients in the differential
equation or in case of non-adaptive grids. In this research project, novel algorithms were de-
veloped that enable a much wider range of applications. On the one hand, locally adaptive
thin grids could be created, which also allow discretization of partial differential equations
with variable coefficients. To this end, locally adaptive sparse grids were developed, which
also allow discretization of partial differential equations with variable coefficients. The con-
cept of this discretization extends the discretization of semi-orthogonality with prewavelets as
hierarchical basis functions in a suitable way. The discretization of general variable coeffi-
cients is particularly difficult. In previous work, only variable coefficients that have a tensor
product structure were considered in numerical simulations. This makes both the storage and
the calculation of the local stiffness matrices much easier than with general variable coeffi-
cients. The reason for the high computational effort for general coefficients is the anisotropy
of the geometry of local stiffness elements and that the resulting local stiffness matrix has
O((29?) = O(4Y) entries. These problems were solved by a suitable Monte Carlo calculation of
the local stiffness matrices. In order to obtain simulation results even in case of high dimen-
sions d=4-6, suitable parallelization techniques for high-performance computers were deve-
loped. Simulation results show good convergence of the new finite element method even in
case of high dimensions d = 4-6, in case of difficult variable coefficients with singularities and

in case of solutions that require locally refined adaptive grids.
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3 Wissenschaftlicher Arbeits- und Ergebnisbericht

Ausgangsfragen und Zielsetzung des Projekts

Ziel des Forschungsprojekts war die Untersuchung und Entwicklung von effizienten paralle-
len Algorithmen zur Lésung von partiellen Differentialgleichungen auf lokal adaptiven diinnen
Gittern. Wesentlich bei dem Forschungsprojekt war, dass nur partielle Differentialgleichun-
gen mit variablen Koeffizienten betrachtet werden sollten. Daher sollte der Finite-Elemente-
Raum aus Prewavelets konstruiert werden. Ein Ziel des Projektes war die Entwicklung neuer
Algorithmen zur Berechnung der Diskretisierungssterne, da herkdmmliche Algorithmen einen
zu hohen Rechenaufwand benétigen. Betrachtet werden sowohl hochdimensionale Differen-
tialgleichungen als auch Differentialgleichungen auf 3-dimensionalen Gebieten. Ein Schwer-
punkt der Forschungsarbeiten sollte auf hochdimensionalen Differentialgleichungen liegen.
Auf Grund der Struktur von hochdimensionalen diunnen adaptiven Gittern war die Entwick-
lung neuartiger paralleler Algorithmen notwendig. In dem Projekt sollen zwei Anwendungs-
probleme betrachtet werden: Die Lésung des Poisson-Problems auf einem 3-dimensionalen
krummlinig berandeten Gebiet mit einer einspringenden Kante und die Schrodinger-

Differentialgleichung fur das Helium-Atom.

active nodes o hanging nodes

Abbildung 1. Lokal adaptives Gitter zur Diskretisierung mit Prewavelets. Das Gitter besitzt
eine lokale Tensorproduktstruktur.
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Beschreibung der projektspezifischen Ergebnisse und Erkenntnisse.

Es hat sich herausgestellt, dass die Konstruktion von lokal adaptiven diinnen Gittern und die
Erweiterung eines dazugehorigen Algorithmus zur effizienten Matrix-Vektor-Multiplikation
nicht trivial ist. Der wesentliche Grund hierfur ist, dass bei der Diskretiserung Prewavelets
verwendet werden mussen. Daher ist zum Beispiel die zusatzliche Einfihrung von hangen-
den Knoten notwendig. Des Weiteren zeigte sich, dass die Gitter eine lokalen Tensorpro-
dukt-Struktur haben missen. Dies fuhrte zu der Definition eines lokal adaptiven diunnen Git-
ters mit einer lokalen Tensorprodukt-Eigenschaft (siehe [2]). Abbildung 1 zeigt ein solches
Gitter in 2D. Durch die Implementierung von geeigneten Hashtables konnte auch eine sehr

effiziente Implementierung fur die Matrix-Vektor-Multiplikation erreicht werden (siehe [4]).

Abbildung 2. Integrationspunkte fur die Monte-Carlo-Integrations of Level L=(1,2).

Im zweiten Teil des Projektes wurden verschiedene Ansétze zur Berechnung der lokalen
Steifigkeitsmatrizen entwickelt und untersucht (siehe auch [5-7]). Es zeigte sich, dass in der
Berechnung und Speicherung der lokalen Steifigkeitsmatrizen der gréf3te Rechen- und Spei-
cheraufwand bei der gesamten Loésung der partiellen Differentialgleichung auf dinnen Git-
tern liegt. Fir die hochdimensionalen Fall d=6 war nur ein Ansatz erfolgreich. Dieser neue
Ansatz beruht auf einer speziellen Monte-Carlo-Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen.
Dies war fur das Projekt ein etwas unvorhergesehenes Resultat. Der Ansatz soll hier kurz
erklart werden. Theoretische Uberlegungen zum Diskretisierungsfehler lassen vermuten,
dass O(N (log N)?%) Monte-Carlo-Integrationspunkte auf jeden Multilevel L ausreichen soll-

ten um einen kleinen globalen Diskretisierungsfehler zu bekommen. Wenn nun N, die Anzahl
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der Zellen auf dem Level L ist, dann werden auf jeder Zelle O(N (log N)¢* / N.) Monte-Carlo-

Integrationspunkte gewahlt (siehe Abbildung [2]).

Der gesamte Rechenaufwand ist dadurch O(N (log N)?*?) und damit etwas groRer als die

Anzahl O(N (log N)¢1) der Gitterpunkte. Der Vorteil des Ansatzes ist, dass sich dieser gut

auf Hochleistungsrechnern parallelisieren lasst. Hierfur liegen erste erfolgreiche Resultate fur

regulare und adaptive dinne Gitter in d=4 und fir regulare dinnen Gitter in d=6 vor. Alle

Algorithmen sind unabhangig der Dimension d implementiert worden. Die adaptive Gitterge-

nerierung wurde jedoch fir den hochdimensionalen Fall d=6 noch nicht effizient implemen-

tiert, so dass noch keine Resultate fir adaptive diinne Gitter in d=6 vorliegen.

TASK 1 TASK 2 TASK n

DISTRIBUTED MEMORY (n MPI Tasks)

Computation of local stiffness matrices

—

Application of local stiffness matrices

TASK n+1 | TASK n+2 TASK n+m

DISTRIBUTED MEMORY (m MPI Tasks)

Matrix-Vector multiplication ( 2%cases )

Preconditioning

Abbildung 3. Globaler Algorithmus und dessen Parallelisierung.
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Abbildung 4. OpenMP Parallelsierung bei der Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen.
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Abbildung 5. MPI Parallelisierung bei der Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen.
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Da der Rechenaufwand im hochdimensionalen Fall stark ansteigt, war es notwendig die ver-
schiedenen Teil-Algorithmen unterschiedlich zu parallelisieren. Hierfur wurden geeignete
Konzepte entwickelt. Diese sollen hier kurz vorgestellt werden, da diese noch nicht veroffent-
lich wurden. Der gesamte Lodsungs-Algorithums besteht aus zwei sequentiellen Schritten
(siehe Abbildung [3]):

Schritt 1: Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrizen. Hierfur wurde eine hybride Paralleli-
sierung aus MPI und OpenMP durchgefihrt (siehe Abbildung [4] und [5]).

Schritt 2: cg-Verfahren mit Vorkonditionierung und Matrix-Vektor-Multiplikation. Dieser Teil
des Algorithmus verwendet im Wesentlichen eine MPI Parallelisierung der 2¢ algorithmischen
Teile (cases) der Matrix-Vektor-Multiplikation (siehe Abbildung [3]).

Insgesamt zeigte sich, dass die Parallelisierung der Algorithmen komplizierter und aufwendi-
ger ist als urspriinglich vermutet. So konnte die Konstruktion der adaptiven diinnen Gitter bis
jetzt aus Zeitgriinden nicht parallelisiert werde. Es hat sich jedoch auch gezeigt, dass alle
Teile des Algorithmus sich bis jetzt auch bei einer hohen Anzahl von Prozessoren effizient

parallelisieren lassen. Eine genaue Analyse hierzu steht jedoch noch aus.

Ziel war es urspringlich das Poisson-Problems auf einem 3-dimensionalen krummlinig be-
randeten Gebiet mit einer einspringenden Kante und die Schrédinger-Differentialgleichung
fur das Helium-Atom numerisch zu I6sen. Aus Zeitgrinden wurden stattdessen zwei leichtere
aber &hnliche Probleme untersucht. Diese sind das Poisson-Problem auf einem 2-
dimensionalen Gebiet mit einer Wurzelsingularitat und ein Helmholtz-Problem mit einem
nicht trivialen variablen Koeffizienten, der eine Ahnlichkeit zu Koeffizienten der Schrédinger-
Differentialgleichung hat.

active nodes e
hanging nodes e

Abbildung 6. Adaptives dinnes Gitter mit Verfeinerung an einer Wurzelsingularitat.
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Wurzelsingularitat fur d=2. An diesem Beispiel konnte das neue adaptive Finite-Elemente-
Verfahren bezuglich der Konvergenz numerisch untersucht werden. Dies war notwendig, da
Diskretisierungen auf adaptiven dinnen Gitter normalerweise nur die hierarchische Basis zur
Konstruktion des Finite-Elemente-Raumes verwenden. In der neuen Diskretisierung wurden
jedoch andere adaptive diinne Gitter und auch Prewavelets statt der hierachischen Basis
verwendet. Es zeigte sich, dass einfache Kriterien zur adaptiven Verfeinerung nicht effizient
waren. Daher mussten geeignete verbesserte Verfahren entwickelt werden. Dies war ur-
springlich nicht vorhergesehen aber unbedingt notwendig um eine gute Konvergenz zu er-
halten. Das neu entwickelte Kriterium zur adaptiven Verfeinerung fiihrte zu einer sehr guten
Konvergenz auch bei wenig glatten Losungen mit einer Wurzelsingularitat am Rand des Ge-
bietes (siehe [3]). Abbildung [6] zeigt ein dabei entstandenes adaptives Gitter.

Abbildung 7. Exakte Losung eines Testproblems fur d=2.

Problem mit nicht trivialem variablen Koeffizient fur d=2, 4, 6.

Es wurden folgende Differentialgleichungen untersucht:

10 100
—Au+ ku=f auf [0,1]% und k. =1, Kio= T Ki00=sa—>
Zi=1xi Zi=1xi

wobel homogene Dirichlet Randbedingungen und k = k., k = k19, kK = k190 gewahlt wurde.
Um die Konvergenz der Diskretisierung zu testen wurde die rechte Seite f so gewahlt, dass

die exakte Lésung der Differentialgleichung folgende Funktion ist:

d
u(x) = cexp (a(2f=1(xi - 0.5)2)) 4 x2(1—x)3 < : (xl- - xi+§)2>.
Hierbei wurden die Parameter ¢ und a geeignet abhangig von der Dimension d gewahit. Ab-
bildung 7 zeigt die exakte Losung u(x,y) fur den 2-dimensionalen Fall. Die Schwierigkeit bei
der Diskretisierung und Losung der partiellen Differentialgleichung ist die Singularitat am
Punkt (0,...,0). Dennoch zeigen numerische Ergebnisse ein sehr gutes Konvergenzverhal-
ten. Abbildung 8 und 9 zeigen die Konvergenz in der H-Norm fiir d=4 und d=6. In beiden
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Fallen zeigen die Simulationsergebnisse eine Konvergenz der Ordnung O(h) so wie es von

Konvergenztheorie zu erwarten ist.

00—

100 | \\ ]

eyl

1071 |

Ke, regular grid ——
K10, regular grid ——
10-2 L #1005 regular grid

ke, adaptive grid

K10, adaptive grid
K100, adaptive grid ——

— o—level
i8 L O(h), h=2 . ——

10! 102 103 10% 10°
DOF

1 1 1

Abbildung 8. Konvergenz der Diskretisierung im 4-dimensionalen Fall fir reguléare und
adaptive dunne Gitter.
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Abbildung 9. Konvergenz der Diskretisierung im 6-dimensionalen Fall fur regulare diinne
Gitter.

Die wissenschaftlichen Ergebnisse wurden auf mehreren Konferenzen vorgestellt.
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Software:
LocalAdaptiveSparseGrid
https://github.com/SchernerGriesshammer/LoAdSG
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