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Vorwort
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1 Einfiihrung

Das vorliegende Buch stellt Méglichkeiten einer algebraischen Modellierung von Ton-
systemen vor. Dazu wird zunéchst die von Rudolf Wille und Wilfried Neumaier for-
mulierte extensionale Standardsprache der Musiktheorie aufbereitet und ein breites
Spektrum musiktheoretischer Begriffe mathematisch gefasst. Diese Begriffe werden
in ihrem Bezug zu Tonsystemen dargestellt und ausfiihrlich analysiert.

Zum Abschluss des Buches wird eine Interpretation von Tonsystemen in der Katego-
rientheorie formuliert und eine einfache Moglichkeit vorgestellt, strukturerhaltende
Abbildungen zwischen Tonsystem-Kategorien zu konstruieren.

Im gesamten Text werden Beispiele mit einem ausgefiillten Quadrat (W) und Beweise
mit einem einfachen Quadrat (O0) abgeschlossen. Ersteres geschieht aus Griinden der
Ubersicht, letzteres ist mathematischer Usus.

1.1 Einleitung

Das Ohr ist nach Martin Vogel [VOGEL 1975] ein ,akustisches Kontrollinstrument
hochster Leistungsfahigkeit® und den anderen Sinnesorganen an Genauigkeit weit
iiberlegen. Die auditive Wahrnehmung — das Horen — gehort schon im Mutterleib
zur ersten Erfahrungsebene des Menschen, die ihn an seiner Umwelt teilhaben ldsst.
Das Empfinden von Ténen und Gerduschen ist damit integraler Bestandteil des
menschlichen Wesens.

Doch obwohl das Empfinden von Ténen und Musik von nahezu der gesamten Erden-
bevolkerung geteilt wird, hat sich bis zum heutigen Tag keine einheitliche und exakte
Musiksprache entwickelt, die auf der ganzen Welt verstanden wiirde. Ein Blick in
die Standardlexika der Musik und der Musiktheorie zeigt dies deutlich:

Das Wort Ton kommt sprachhistorisch vom griechischen Wort 7évog, was so viel



1 Einfiihrung

wie ,Spannungsverhéltnis der Saite* bedeutet. Im Mittelhochdeutschen gab es nach
dem Lexikon ,Musik in Geschichte und Gegenwart“ [FINSCHER 1998] die Worte don
und wise, die fiir die Melodie, aber auch gleichzeitig fiir das mit der Melodie verbun-
dene Tonschema, also die Aufteilung der Téne in einer Oktave standen. Unter dem
Stichwort ,, Ton“ findet man dagegen im ,, The New Grove Dictionary“ [SADIE und
TYRRELL 2001] die Definition, dass ein Ton das Intervall sei, das gleich der Summe
zweier Halbtone ist und auch als Ganzton bezeichnet wird. In gleichstufiger Tempe-
rierung sei ein Ton der 6. Teil einer Oktave. Fiir das Riemann-Musiklexikon [RIE-
MANN 1967] bezeichnet ein Ton hingegen historisch gesehen einen Ganzton oder auch
eine Tonart, im modernen Sinne jedoch ein ,elementares Glied einer Tonleiter”. Da-
neben gibt es auch die physikalisch-quantitative Definition als ,,stehende Welle* oder
die horpsychologische Interpretation als der ,,Qualitét eines Klanges®. Im Riemann
findet sich in diesem Zusammenhang sogar eine Zirkeldefinition. Es wird ndmlich
angegeben, dass eine Tonleiter eine Aneinanderreihung von Ténen sei, obwohl doch
ein Ton das elementare Glied einer solchen Leiter sein solle.

Die Masse der akustischen Wahrnehmungen bedarf nach dem dtv-Atlas Musik [MI-
CHELS 2001] ,,systematischer Selektion und Ordnung“, um musikalisch bedeutsam
werden zu konnen. Das abendléandische Tonsystem geht dabei auf die griechische
Antike (Pythagoras, Aristoxenos et al.!) zuriick und selektiert Téne als physikali-
sche Klange, wobei Gleitsequenzen, Gerdusche und Knalle keine Beriicksichtigung
finden. Mafgeblicher Parameter fiir die Ordnung im Tonsystem ist nach dem dtv-
Atlas allein die Tonhohe. ,,Charakteristisch fiir ein Tonsystem ist die Einteilung der
Oktave, zum Beispiel in 12 Halbténe (Europa) oder in 22 Shrutis (Indien)“. Dar-
an sieht man, dass im Verlaufe der Geschichte verschiedene Tonsysteme entstanden
sind?. Die vorliegende Arbeit wird sich in ihren Beispielen nach der abendlidndischen
Tradition richten, ist aber in der Theorie weitgehend allgemein gehalten. Diese Uni-
versalitdt kommt im Riemann-Musiklexikon zum Ausdruck, das ein Tonsystem als
»einen Tonbestand [sieht], der ein System von Tonbeziehungen représentiert und der
sich einerseits durch die Anzahl der Stufen in einer Oktave, andererseits durch das
Prinzip, das den Tonbeziehungen zugrunde liegt, bestimmt.“

In einer Schrift des Mathematikers David Hilbert® [HILBERT 1918] liest man, dass
salles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann, [...]
sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen Methode und somit

!Pythagoras von Samos (ca. 570-510 v.Chr.) — griechischer Philosoph und Religionsgriinder, Aris-
toxenos von Tarent (ca. 370-300 v.Chr.) — griechischer Philosoph und Musiktheoretiker sowie
u.a. Eukleides/Euklid (ca. 365-300 v.Chr) und Ptolemaios/Ptoleméus (ca. 100-175).

2Betrachtungen zur Tonsystemgeschichte finden sich unter anderem bei Neumaier [NEUMAIER
1986] oder im dtv-Musikatlas [MICHELS 2001, S. 84-91].

3David Hilbert (1862-1943), deutscher Mathematiker.



1.1 FEinleitung

mittelbar der Mathematik [verfillt].“ Die oben angegebenen Definitionen fiir Tonsy-
steme legen damit eine systematische Behandlung durch die Mathematik nahe. Der
Mathematiker und Pédagoge Rudolf Wille greift diesen Ansatz in seinem program-
matischen Aufsatz ,Mathematik und Musiktheorie* [WILLE 1976] erneut auf und
formuliert die folgenden sieben Thesen fiir ein Zusammengehen von Musiktheorie
und Mathematik:

These 1 Mathematik kann die Grundlage fiir eine Theoriesprache der Musik abge-
ben.

These 2 Eine mathematische Theoriesprache der Musik erméglicht (und erzwingt)
exakte Definitionen musiktheoretischer Begriffe.

These 3 Mathematik kann methodische Hilfe bei der Explikation musiktheoreti-
scher Begriffe geben.

These 4 Mathematik kann vollstdndige und effektive Bezeichnungssysteme fiir mu-
siktheoretische Begriffe bereitstellen.

These 5 Mathematik liefert der Musiktheorie Verfahren fiir deduktives Schlieflen.

These 6 In einer mathematischen Theoriesprache der Musik kann man zu Frage-
stellungen vollstdndige Ubersichten der moglichen Losungen angeben.

These 7 Mathematik regt die Musiktheorie zu neuen Begriffsbildungen und Unter-
suchungen an.

An diese Thesen schliefit Wille die grundsétzliche Forderung an, dass Mathemati-
sierung kein Selbstzweck sein diirfe, sondern immer den Standpunkt der Musik und
insbesondere der Musiktheorie beriicksichtigen miisse. Die schonste mathematische
Theorie und das interessanteste Ergebnis sind dementsprechend irrelevant, wenn sie
zwar mathematisch sauber formuliert sind, aber in der Musik keine Entsprechung
haben.

Der Wissenschaftler Walter Reckziegel beschéftigt sich in seinem Aufsatz ,Musi-
kanalyse — eine exakte Wissenschaft?“ [RECKZIEGEL 1967] mit der Anzahl aller
moglichen Zusammenklidnge. Nach Reckziegel werden dabei ,von 12 Ténen [...] 1
bis 12 (allgemein: a) verschiedene mit '11 iiber a — 1’ Intervallen kombiniert®. Wille
weist in seinem Aufsatz , Mathematische Sprache in der Musiktheorie* [WILLE 1979
nach, dass die bei Reckziegel angegebene Zahl von 77 Kombinationsméglichkeiten
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falsch ist. Dieser Fehler beruhte hauptséchlich auf einer falschen und doppeldeutigen
Verwendung der musiktheoretischen Begrifflichkeiten.

Hier zeigt sich die Notwendigkeit einer Beschreibung musiktheoretischer Sachverhal-
te in einer exakten und moglichst universellen Sprache. Ein solcher Versuch wird mit
einer auf Arbeiten von Rudolf Wille und insbesondere seine 7 Thesen zuriickgehen-
den ,extensionalen Standardsprache der Musiktheorie® in Kapitel 2.2 vorgestellt.
Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Beschreibung und algebraischen
Modellierung von Tonsystemen mittels der angesprochenen extensionalen Standard-
sprache, die durch Wilfried Neumaier [NEUMAIER 1986] auch eine axiomatische Be-
griindung erfahren hat.

In Kapitel 3 wird ein Ansatz fiir die mathematische Behandlung von Tonsystemen
mittels der Kategorientheorie vorgestellt. Dabei wird insbesondere auf die Moglich-
keit eingegangen, aus zwischen gegebenen ,, Tonstrukturen* vorhandenen Abbildun-
gen auf Abbildungen zwischen ,, Tonkategorien® zu schlieen. Den Abschluss der Ar-
beit bildet ein Ausblick auf die weiteren Entwicklungsmoglichkeiten des Themas in
Kapitel 4.

1.2 Musiktheoretische Grundbegriffe

Zunachst werden einige musiktheoretische Grundbegriffe vorgestellt, die fiir die Mo-
tivation der mathematischen Modellierung von Tonsystemen wichtig sind.

Das Phidnomen ,, Ton“ ist in der Einleitung bereits hinreichend beschrieben worden.
In der Wahrnehmung eines Tones stechen besonders dessen Eigenschaften — oder
auch Parameter — Dauer, Stirke, Hohe und Farbe heraus.

Dabei ist Tondauer gerade die Dauer eines Tones gemessen in einer bestimmten
Zeiteinheit. Sie wird in Musikstiicken relativ zu einem bestimmten Takt (z. B. %) als
Notenwert (Ganze, Halbe, Viertel, ... ) geschrieben und durch die Angabe einer ge-
wiinschten Geschwindigkeit (z. B. presto — schnell, lento — langsam) interpretiert.

Unter der Tonstdrke versteht man die Lautstiarke eines Tones, die physikalisch durch
die Amplitude seiner Schwingung zu fassen ist und relativ durch Angabe einer be-

stimmten Lautstirke beeinflusst werden kann (z. B. forte — laut, piano — leise).

Bezeichnung 1 (Tonhdhe) [RIEMANN 1967] ,Der Begriff Tonhohe (auch ,Hel-

10



1.2 Musiktheoretische Grundbegriffe

ligkeit“) bezeichnet eine Elementarqualitét des musikalischen Horens. Die Wahrneh-
mung der Tonhdhe umfasst eine lineare und eine zyklische Seite. Die lineare Verénde-
rung der Tonhohe entspricht einem arithmetischen Ansteigen, dem eine geometrische
Zunahme der Grundfrequenz des auslosenden Schwingungsvorganges annéhernd pa-
rallel geht. [...] Die zyklische Seite der Tonhéhe wird am sinnfilligsten durch Identi-
téit oder zumindest Ahnlichkeit [von Tonhohen| bestimmt, im Tonsystem durch sich
wiederholende Tonstufen.*

Léasst man eine Gitarrensaite schwingen, so erzeugt sie einen ganz bestimmten Ton.
Verkiirzt man die Saite, so wird der Ton hoher und verlangert man sie, so wird der
Ton tiefer. Dies ist der lineare Teil der Tonhchenwahrnehmung. Der zyklische Teil
ist durch die Tonfarbe bestimmt, die man auch Tonigkeit nennt und die sich in einer
verbliiffenden Ahnlichkeit von Ténen ausdriickt.

Bezeichnung 2 (Tonigkeit) [RIEMANN 1967] ., Die Tonigkeit wird auch Tonquali-
téit oder Toneigenfarbe genannt (engl. chroma) und bezeichnet jene Eigenschaft am
Ton, die das Oktavenphdnomen begriindet.*

Das Oktavenphinomen beschreibt die besondere Ahnlichkeit von Ténen, deren phy-
sikalische Frequenzen im Verhéltnis 1 : 2 oder 2 : 1 bzw. Produkten dieser Verhéltnis-
se stehen. Ahnlichkeit wird hier als ,,besonders gut zusammen klingen* aufgefasst.

Bezeichnung 3 (Intervall) [RIEMANN 1967] ,Der Begriff Intervall (lat.: interval-
lum — Zwischenraum) bezeichnet sowohl den Abstand, als auch das Verhéltnis zweier
nacheinander oder gleichzeitig erklingender Téne. [...] Intervalle konnen entweder im
Hinblick auf ihre Distanz quantitativ gemessen oder in Bezug auf ihren Grad der
Dissonanz oder Konsonanz qualitativ beschrieben werden®.

Der Grad der Dissonanz ist in seiner positiven Wendung als ,, gradus suavitatis® —
Grad der Annehmlichkeit — schon von Leonhard Euler* untersucht worden, was bei
Vogel [VOGEL 1960] nachzulesen ist.

Beispiel 1 (Intervall) Nachfolgend sind die wichtigsten Intervalle der abendlin-
dischen Musiktradition namentlich genannt und traditionell notiert.

o

)’ A

(Zon) :

D [ bo =y

J o e o PO o O o 7 © i
Prime kl. Sekunde gr. Sekunde kl. Terz gr. Terz

4Leonhard Euler (1707-1783), deutsch-schweizerischer Mathematiker.
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1 Einfiihrung

o)
v I
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J o o o © ©
Quarte Tritonus Quinte kl. Sexte gr. Sexte
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kl. Septime gr. Septime Oktave None Decime ... g

Bezeichnung 4 (Obertonreihe) [ZIEGENRUCKER 1997| Als Obertonreihe be-
zeichnet man das Klangspektrum eines Tones, das sowohl periodische, wie auch
nichtperiodische Schwingungen enthalten kann. Bei Instrumenten mit harmonischer
Obertonreihe — in der abendldndischen Musik iiblich — sind das ganzzahlige Vielfache
einer Grundschwingung, die den Grundton (G) bestimmt. Solche Instrumente sind
beispielsweise Aerophone (Luftklinger) und Chordophone (Saitenklinger). Es gibt
Instrumente, die keine harmonische Obertonreihe haben. Zu ihnen gehoren Idiopho-
ne (Selbstklinger) und Membranophone (Fellklinger). Die Obertonreihe enthélt alle
moglichen Intervalle. Da ein natiirlich erzeugter Ton in den seltensten Féllen eine
reine Sinusschwingung ist, kommt den Oberténen eine besondere Bedeutung zu. Die
ersten Obertone iiber dem grofien C' sind die folgenden, wobei die mit (*) gekenn-
zeichneten Obertone tatsdchlich etwas tiefer klingen, als sie hier notiert sind.

hG 1 2 b o © PO fo ©
)’ A I ey O #Y
7S ———
W - ~
J — — — o T
i S 3 4 5 6% 7 8 9 10* 11 12* 13* 14 usw.
°

Fiir eine Auflistung der Frequenzen der Obertone in einem harmonischen Tonspek-
trum siehe z. B. Sethares [SETHARES 2005, S. 22].

Bezeichnung 5 (Oktave) [RIEMANN 1967] Als Oktave bezeichnet man die 8. Stu-
fe in diatonischer Folge, die mit demselben Tonbuchstaben bezeichnet wird, wie der
Ausgangston. Die Saitenteilung demonstriert die Oktave als einfachste Proportion
(1 : 2); physikalisch ist die Oktave im harmonischen Spektrum der westlichen Mu-
siktradition der 1. Oberton. Unter einer diatonischen Folge kann man allgemein die
weilen Tasten auf dem Klavier verstehen.

Beispiel 2 (Oktave) Die Oktave kann ,in Noten*“ folgendermafien dargestellt wer-
den.

12



1.2 Musiktheoretische Grundbegriffe

©
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Eine Klaviatur wie in Abbildung 1.1 ist als Visualisierung des Oktavenzyklus beson-
ders gut geeignet. Die Klammern umfassen dabei jeweils eine Oktave. Es ist moglich,
dieses Oktavschema von jeder beliebigen Taste der Klaviatur aus zu konstruieren.

0 o 0 0
Abbildung 1.1: Oktavenzyklus am Beispiel einer Klaviatur

Durch das bisher Erklarte ist ein Tonsystem bereits musikalisch zu erfassen, da ein
beliebiger Tonbestand bereits durch die Tonhohe rational gegliedert werden kann —
laut Riemann-Musiklexikon eine Grundlage fiir den Begriff des Tonsystems.

Nach The New Grove Dictionary [SADIE und TYRRELL 2001] beschreibt ein Tonsys-
tem die generelle Beziehung zwischen Tonstufen. Bezogen werde dies beispielsweise
auf eine bestimmte Ara oder Kultur oder es werde eine bestimmte Art der Into-
nation vorgeschrieben. Die westliche Musiktradition beschrianke sich oft darauf, die
Beziehungen zwischen To6nen innerhalb einer Oktave darzustellen.

Damit ist in einem Tonsystem also nicht nur das Verhéltnis der Tonstufen zueinan-
der (Intervalle) festgelegt, sondern auch der Tonumfang. Dabei ist die Versuchung
grof3, diesen aufgrund der Beschrénktheit des menschlichen Gehéres als endlich an-
zunehmen. Theoretisch ist ein unendlicher Tonumfang aber oft leichter zu hand-
haben. Auflerdem wird mit Schallwellen unterhalb der Wahrnehmungsgrenze etwa
in der Alexandertechnik durchaus gearbeitet, da diese als Korperschall wahrzuneh-
men sind. Diese Arbeit wird sich daher nicht von vorneherein auf einen endlichen
Tonbereich beschrénken.

Das Lexikon ,Musik in Geschichte und Gegenwart® [FINSCHER 1998] versteht unter

13



1 Einfiihrung

einem Tonsystem ganz allgemein , eine Zusammenstellung von Intervallen“. Darunter
seien verschiedene ,,Momente“ zu fassen:

e _Der Tonvorrat, iiber den eine musikalische Praxis verfiigt,

e die Stimmung (Modus), nach der die Tonhohen reguliert werden,
e cin Schema, das den Tonbeziehungen zugrunde liegt, oder

e cine Struktur, die einer Gruppe von Melodien gemeinsam ist.*

Diese Momente sind nicht fiir sich, sondern erst in ihrem Verhéltnis zueinander genau
und weitgehend unverkiirzt beschreibbar. Dies entspricht der Sicht auf ein System,
das mehr ist als die Summe seiner Teile.

Innerhalb eines Tonsystems kann, darf und muss der Tonvorrat geordnet werden, um
damit arbeiten zu kénnen. Diese Ordnung findet sich etwa in ,, Tonleitern wieder.

Bezeichnung 6 (Tonleiter, Material- und Gebrauchstonleiter) [RIEMANN
1967] ,Die Tonleiter ist eine Folge von [T6nen]|, die der Tonhthe nach geordnet sind
und durch Rahmentone begrenzt werden. Jenseits der Rahmentone ist die Tonfolge
in der Regel wiederholbar. In der Materialtonleiter ist die Summe des in einem Kul-
turkreis verwendeten Tonmaterials zusammengefasst. Eine Gebrauchstonleiter heifit
die einem Musikstiick zugrundeliegende Auswahl aus der Matrialtonleiter. Dabei
liegen nicht in allen Tonsystemen die Tonhohen aller Stufen genau fest.”

Die Materialtonleiter kann bereits als rudimentéres Tonsystem gesehen werden, da

sie die Tone enthélt, die in Tonsystemen einer bestimmten Kultur grundsétzlich
vorkommen koénnen.

Beispiel 3 (Tonleiter) Als Beispiel dient hier die C-Dur-Tonleiter.

o

)’ A

[ £anY o O ™ MO o

P o O © S— o 5

J o © S o
aufwirts abwérts m

Beispiel 4 (chromatische Tonleiter) Eine chromatische Tonleiter ist eine Ton-
leiter im Umfang einer Oktave, deren To6ne je einen Halbton auseinanderliegen. Sie
umfasst in griechisch-abendléndischer Tradition eine Oktave mit zwolf Tonen. Als

14



1.2 Musiktheoretische Grundbegriffe

Beispiel sei hier die chromatische Tonleiter von ¢! bis ¢? (,eingestrichenes ¢ bis zwei-
gestrichenes ¢*) in auf- und absteigender Richtung angegeben.

o)
)’ A
O 11 fl gl gl 141 1 pl .2
¢ cist df dist e f fist g gis’ a" aist h' ¢
0
)’ A |

o
c2 h! bl al as' g! ges! f!' e! es! dl des' c! -

Hat man einen bestimmten Tonvorrat, moéchte man damit arbeiten. Dies geschieht
zum Beispiel durch das Versetzen von Tonen von einer Stufe auf eine andere.

Bezeichnung 7 (Transposition) [RIEMANN 1967] Die Transposition (von lat.
transponere — versetzen) bedeutet ,auf eine andere Tonstufe versetzen mit genauer
Bewahrung aller Intervallverhéltnisse.

Beispiel 5 (Transposition) Man betrachte die Transposition des Liedes ., Alle
Vogel sind schon da“ um ein kleines Intervall nach oben (hier kleine Terz). Das
entspricht einer Transposition von der Tonart D-Dur nach F-Dur.

»Alle Vogel sind schon da“ in D-Dur:

() 4
Y-
y W ) - -
RG> E— i I i ®
oJ : { ~

>

End

... und nach Transposition um eine kleine Terz nach oben in F-Dur:
o) N

——

I

0y, ) ~

NS

XF

Der Begrift Transposition beschreibt also das insgesamte Heben auf eine andere
Tonstufe, beispielsweise beim Versetzen der Tone ¢! —e! —g! nach d* — fis! —a'. Dies
wird klar unterschieden von dem Begrift Transformation, der das Versetzen einzelner
Toéne im Oktav- oder mehrfachen Oktavabstand nach oben oder unten beschreibt,
ohne alle Tonabsténde genau zu wahren. Ein Beispiel fiir eine Transformation ist
etwa das Versetzen des ¢! aus dem Klang ¢! — e! — ¢! eine Oktave nach oben zu

el — g! — ¢?. Zur Veranschaulichung dient die folgende Graphik.
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Bezeichnung 8 (Klang) [RIEMANN 1967| , Klang ist der allgemeine Begriff fiir
akustische Erscheinungen, die |...] zwischen Ton (préagnant) und Geréusch (amorph)
liegen. Dabei trégt dieser Begriff einen positiven Akzent gegeniiber dem (amorphen)
Gerausch und dem (negativen) Lérm. In der speziellen musikalischen Terminologie
ist der Klang die Verbindung von simultan erklingenden T6nen bzw. der Zusammen-
Klang von Ténen, der nicht als Akkord (Zusammenklang wenigstens dreier [verschie-
dener] Téne) und somit als Akkordfunktion aufgefasst und benannt werden soll.*

Nach obiger Bezeichung 8 ist die Klangempfindung zwar physikalisch begriindet,
aber dennoch subjektiv. Daher wird auch nur subjektiv zwischen Klang, Gerédusch
und Larm unterschieden. Es diirfte jedoch unstrittig sein, dass man vom Klang
eines Orchesters spricht, aber etwa vom Ldrm eines startenden Flugzeuges. Auf der
Ebene des Gerdusches wiirde man das Kratzen einer Katze an der Tiir ansiedeln.
Benutzern von Blechblasinstrumenten wird haufig nachgesagt, sie beherrschten die
gesamte musikalische Bandbreite vom Klang iiber unangenehmes Geréusch bis hin
zum ohrenbetdubenden Larm. Noch deutlicher wird dieses subjektive Empfinden
beim Erleben eines Geldregens am Automaten, der fiir den Gewinner sicher ,,Musik
in seinen Ohren® ist, den weiter verlierenden Nachbarn aber nur stort.

Physikalisch betrachtet ist ein reiner Ton eine Sinusschwingung, wihrend ein Klang
eine Uberlagerung verschiedener Schwingungen ist. Durch das Vorhandensein der
Obertonreihe ist im Grunde jeder von einem Musikinstrument erzeugte Ton bereits
ein Klang. Terminologisch verwendet man den Begriff Klang jedoch hauptséchlich
fiir das gemeinsame Erklingen von verschiedenen To6nen.

Bezeichnung 9 (Harmonie) [RIEMANN 1967] ,, Harmonie ist das Zusammenstim-
men von Verschiedenem oder Entgegengesetztem. Musikalisch versteht man darunter
das Gefiige der Tone beziehungsweise Klange. In der Neuzeit wird damit auch ein
Akkord oder Akkordzusammenhang beschrieben.*

Die Harmonie ist also die einem Klang zugrundeliegende Struktur, die sich beispiels-
weise im Vorhandensein verschiedener Tonigkeiten ausdriickt.

Weitere Erldauterungen findet man in der umfangreichen musikalischen Fachliteratur
sowie in den bereits zitierten Standardlexika.
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2 Eine extensionale Standardsprache
der Musiktheorie

Die Modellierung mathematischer Sachverhalte kennt den qualifizierenden und den
quantifizierenden Ansatz. Fiir den quantifizierenden Ansatz ist der Blick auf kon-
krete Phdnomene gerichtet, wie dies in der Musik etwa die physikalisch messbare
Tonhohe, die genau anzugebende Tonlénge oder ein klar zu definierender Rhythmus
ist. Dabei werden frith Entscheidungen getroffen, die passgenau auf die Erfordernis-
se der einzelnen Phdnomene zugeschnitten sind. Dies geschieht zum Beispiel in der
Wahl eines bestimmten Messbereiches fiir die Frequenz eines Tones. Fiir die mathe-
matische Musiktheorie ist dies insbesondere in den Werken von Guerino Mazzola zu
erkennen (siehe u.a. [MAzzorLA 1990] und [MAzzora 2002]).

Modellierung jedoch, die sich allzu frith nur noch am konkreten Objekt orientiert,
lauft Gefahr, die Flexibilitéit des zu entwickelnden Modells schon im Vorfeld einzu-
schrinken. Und das, obwohl es durch einen empirisch-praktischen Zugang im Ansatz
sehr anschaulich sein kann, da man mit dem Kleinen anfingt und dann zum Groflen
aufsteigt.

Der qualifizierende Ansatz strebt hingegen die Modellierung einer oder mehrerer
Meta-Ebenen an, um zunéchst die groflen und mitunter abstrakten Konzepte sauber
zu gestalten. Erst danach gelangt man dann vom Groflen durch Konkretisierung zum
Kleinen. Fiir die mathematische Musiktheorie seien hier Rudolf Wille und Wilfried
Neumaier genannt, die ihren qualifizierenden Ansatz auf Axiome der Tonwahrneh-
mung gestiitzt haben (siche dazu [WILLE 1979] und [NEUMAIER 1986]).

Der Musiker Neumaier und der Mathematiker Wille sind allerdings nicht bei ih-
ren eigenen Betrachtungen stehengeblieben, sondern haben gemeinsam eine Arbeit
mit dem Titel ,FExtensionale Standardsprache der Musiktheorie: Eine Schnittstel-
le zwischen Musik und Informatik“ [NEUMAIER und WILLE 1988] verfasst. Dort
werden die Grundlagen einer Standardsprache der Musiktheorie vorgestellt, welche
die im Einleitungskapitel beschriebenen Schwierigkeiten der musiktheoretischen Be-
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

griffsbildung auszumerzen versucht. Dabei nutzen die beiden Wissenschaftler einen
grundlegend formallogischen Ansatz, nach welchem sich die vorliegende Arbeit in
weiten Teilen richtet.

Die vorgeschlagene extensionale Standardsprache ist kein rein intellektuelles Expe-
riment, sondern wurde und wird ganz praktisch ,an der Schnittstelle von Musik
und Informatik“ bei der Programmierung des Instrumentes MUTABOR' (MUTie-
rende Automatisch Betriebene ORgel) eingesetzt (siehe dazu Wille [WILLE 1997],
Ganter [GANTER et al. 1985] oder Abel und Reifl [ABEL und REIss 1993]).

Der Einstieg in die extensionale Standardsprache erfolgt iiber die Vorstellung des
horbezogenen Tonsystembegriffs nach Neumaier [NEUMAIER 1986].

2.1 Ein horbezogener Tonsystembegriff

Um mathematisch sauber und korrekt vorzugehen und dennoch den Bezug zur klin-
genden Wirklichkeit nicht zu verlieren, wird in der Begriindung des Sprechens iiber
Téne das horbezogene Axiomensystem von Neumaier [NEUMAIER 1986] vorgestellt.
Neumaier verwendet dazu musikalische Grundbegriffe, ,die aus der Horerfahrung
bekannt [...] und so anschaulich [sind], dass sie nicht definiert werden miissen.“ Da-
bei setzt er diese Grundbegriffe in Beziehung zueinander und erhélt so axiomatische
Grundaussagen, die ihrerseits ,;so grundlegende und einleuchtende Beziehungen aus
der Horerfahrung [beschreiben], dass sie nicht bewiesen werden miissen.*

Tone gehoren zur physischen Grunderfahrung eines jeden zum Horen fahigen Men-
schen. Wie in der Einleitung schon angedeutet, kann ein Ton dabei durch die Gesamt-
heit seiner erfahrbaren Teilaspekte beschrieben werden. Neumaier beginnt daher in
natiirlicher Weise mit der Begriindung des Tonbegriffs.

Axiom 1 (Tonaxiom) [NEUMAIER 1986] ,Tone sind Elemente, welche in einer
Menge zusammengefasst werden. Jeder Ton ist durch eine endliche Folge von Ton-
parametern charakterisiert, deren erster die Tonhohe des Tons festhdlt; verschiedene
Tone haben verschiedenen Parameterfolgen.“

Im Gegensatz zu Neumaier [NEUMAIER 1986] geht die vorliegende Arbeit nicht da-
von aus, dass die Tonhohe der erste Grundparameter sein miisse. Es wird sogar

!Niiheres dazu findet sich auf der aktuellen Internetseite des MUTABOR-Projektes unter
http://www.math.tu-dresden.de/ “mutabor/.
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2.1 Ein horbezogener Tonsystembegrift

darauf verzichtet, eine Rangfolge der Grundparameter zu erstellen. Das schmélert
nicht die Bedeutung der Tonhohe als herausragenden und hervorzuhebenden Aspekt
eines Tones. Es erodffnet aber einen allgemeineren Standpunkt in der Behandlung der
Parameter.

Axiom 2 (TonhShenaxiom) [NEUMAIER 1986] ,Tdne werden mit dem Kompara-
tiv "hoher’ verglichen, wobet von zwei Tonen verschiedener Tonhdhe einer von beiden
héher als der andere ist.“

Aus diesem Axiom lassen sich unter anderem die Begriffe ,tiefer und ,,gleichhoch®
ableiten. Man nennt dann Tone gleicher Tonhohe , gleichhoch®. Bei zwei Tonen
unterschiedlicher Tonhohe nennt man den Ton, der nicht hoher ist tiefer als den
hoheren Ton.

Axiom 3 (Intervallaxiom) [NEUMAIER 1986] ,Von einem Ton zu einem zweiten
besteht ein eindeutiger Tonhdhenunterschied, ein sogenanntes ’Intervall’. Den ersten
Ton kann man durch einen beliebigen gleichhohen Ton ersetzen, ohne dass sich das
Intervall dndert, aber nie durch einen ungleichhohen.®

Im Axiom 3 kommt das Erleben von unterschiedlichen Tonhéhen zum Ausdruck,
das sich beim Horen durch die natiirliche Unterscheidung von hoheren und tieferen
Tonen einstellt. Auerdem ist beschrieben, dass zwischen zwei Toénen ein eindeutiges
Intervall besteht, das nicht durch beliebiges Austauschen eines der beiden Téne
reproduziert werden kann.

Axiom 4 (Transpositionsaxiom) [NEUMAIER 1986] ,Tone kann man um ein
gegebenes Intervall ‘transponieren’, so dass das Intervall vom transponierten zum
untransponierten Ton jeweils dieses gegebene Intervall ist. Alle Tonparameter aufSer
der Tonhdhe bleiben beim Transponieren erhalten. Transponiert man zwei Téne um
dasselbe Intervall, so verdndert sich das Intervall von einem Ton zum anderen nicht.
Transponiert man zwei Téone um dasselbe Intervall und wird dabei der eine hoher,
so wird auch der andere héher. Von zwei Tonen wird der erste hoher als der zweite,
wenn man thn gentigend oft um ein vorgegebenes Intervall hoher transponiert.“

Im Transpositionsaxiom wird die Wahrnehmung einer moglichen ,Verschiebung“ von
Intervallen nach oben oder nach unten beschrieben. Dabei dndert sich gewthnlich
nur die Tonhohenwahrnehmung; das Empfinden des ,,Abstandes” der beiden Téne
bleibt erhalten. Das Axiom 4 ertffnet zuséatzlich die Moglichkeit des Vergleiches
von Intervallen mit den Komparativen ., grofler” und , kleiner. Man sagt dann nach
Neumaier, dass ein Intervall grofler sei als ein zweites, wenn ein Ton nach dem
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Transponieren um das erste Intervall hoher ist, als nach dem Transponieren um das
zweite Intervall. Analog gilt dies fiir den Komparativ kleiner.

Axiom 5 (Oktavaxiom) [NEUMAIER 1986] ,Zu den Intervallen gehort die Oktave.
Beim Transponieren um die Oktave werden die Téone hoher.“

Das Oktavaxiom stellt das Vorhandensein eines besonderen Intervalls fest, das man
Oktave nennt. Horpsychologisch ist dies darin begriindet, dass bestimmte Téne be-
sonders gut zusammenklingen und sich diese harmonische Konsonanz in einem ge-
wissen ,,Abstand“ zyklisch wiederholt. Die Bezeichnung ldsst sich von dem Umstand
her erkldaren, dass in der westlichen Musiktradition die Oktave die achte Stufe der
Tonleiter ist (lat. octavus — der achte). Neumaier fithrt die Oktave als Bezugsintervall
fiir einen spéteren ,,quantitativen Vergleich der Intervalle® ein.

Ein ebenfalls besonderes Intervall ist die sogenannte Prime, die im eigentlichen Sin-
ne ein ,Nicht-“ beziehungsweise ,,Nullintervall“ ist. Sie bezeichnet das Intervall zwi-
schen zwei Tonen gleicher Tonhohe. Die Existenz dieses Intervalls ldsst sich aus den
Axiomen 1 bis 3 ableiten. Die Bezeichnungen weiterer Intervalle wurden bereits in
Beispiel 1 in der Einleitung angesprochen.

Die Axiome 1 bis 5 bilden das Grundgeriist einer durch akustische Phénomene be-
griindeten Mathematisierung von Tonsystemen. Neumaier [NEUMAIER 1986] fiihrt
daraufhin noch den Begriff des ,, Tonraumes* ein, der ,eine Tonmenge mit den in den
[genannten| Axiomen [...] festgehaltenen Strukturen“ beschreibt. Ein Tonsystem ist
dann fiir Neumaier ,,eine Teilmenge eines Tonraums, bei der die Tonraumstrukturen
auf diese Teilmenge eingeschrénkt sind.*

Nach dieser auf die sinnliche Wahrnehmung bezogenen Herleitung beschreibt das
nidchste Kapitel die Moglichkeiten einer extensionalen Standardsprache der Mu-
siktheorie. Es driickt peu a peu musiktheoretische Begriffe in der neuen Sprache
aus, um diese direkt fiir die Untersuchung von Tonsystemen zu verwenden.

2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren
Anwendung

Streng nach dem Grundsatz von Wille, dass ,, jeder mathematisch explizierte Begriff
[...] direkte musikalische Bedeutung haben muss* [WILLE 1979], sind die Grundla-
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

gen einer extensionale Standardsprache der Musiktheorie in den Arbeiten von Wil-
le [WILLE 1979] sowie Wille und Neumaier [NEUMAIER und WILLE 1988] wegwei-
send prasentiert worden. Wie schon im FEinfithrungskapitel dargelegt, sind Willes
sieben Thesen zum Verhéltnis von Musik und Mathematik als Motivation fiir ei-
ne eigene Formelsprache hergenommen worden, was zur Explikation verschiedenster
musiktheoretischer Begriffe gefiihrt hat.

Wille postuliert

»ein abgestimmtes mathematisches Sprachsystem, das sich eng an mu-
siktheoretische Intensionen anlehnt und so musikalisch relevante Anwen-
dungen mathematischer Methoden ermdoglicht.”

Dabei sei zu beachten, dass man

»eine Standardsprache der Musiktheorie |. . .] aus der musiktheoretischen
Fachsprache durch Explikation der logischen Form und der Begriffe [ent-
wickeln sollte], wobei die radikale Reduktion von Mehrdeutigkeiten und
Vagheiten angestrebt wird. Die Genauigkeit der Darstellung soll in einer
Standardsprache durch systematische Verwendung von Grammatik und
Wortern der Fach- bzw. Gemeinsprache einen derart hohen Grad errei-
chen, dass die Standardsprache als unmittelbares Ubersetzungskorrelat
einer logischen Zeichensprache (Konstruktsprache) verstanden werden
kann.“

Die Standardsprache soll also mit moglichst wenig Aufwand auch von Musikern
verstanden werden, die den mathematischen Hintergrund nicht kennen (kénnen).
Jedoch soll sie auch mathematisch bedeutungsvoll sein und sich nicht in musiktheo-
retischen Zirkelschliissen verlieren.

Das Adjektiv extensional, das die Standardsprache charakterisiert, bedeutet hier
soviel wie ,auf den Umfang von Begriffen bezogen“. In der Sprechweise der Forma-
len Begriffsanalyse [GANTER und WILLE 1996] sind damit die Gegenstéinde und
Merkmale gemeint, die sich hinter einem Begriff verbergen. Fxplikation bedeutet
hier nichts anderes als , Ausdruck®. Damit ist die direkte Ubersetzung aus der mu-
siktheoretischen Fachsprache gemeint. Unter den gegebenen Voraussetzungen soll
die Sprache nichts weniger als ein Standard, also ein ,Richtwert* fiir kiinftige Unter-
suchungen sein.

Neumaier [NEUMAIER 1986] hat festgestellt, dass ,eine phdnomenologische Begriffs-
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

bildung [...] nur mathematisch verwertbar [ist], wenn Begriffe einheitlich und exakt
gefasst werden.“ Der Ausdruck dieses Anspruches wird in den folgenden Kapiteln
deutlich werden.

2.2.1 GroBenbereiche fiir musiktheoretische GroBen

Um To6ne und ihre Verhéltnisse zueinander messen zu konnen, braucht man MafB-
systeme mit verschiedenen Einheiten. Beispielsweise kann man sich solche Systeme
fiir Intervalle, Tonhohen, oder Tonstérken vorstellen. Gebréauchliche Einheiten wa-
ren dann etwa die ,,Oktave” fiir die Intervalle, die Einheit ,Hertz" fiir die Frequenz
und das ,,Phon“ fiir den Lautstiarkepegel. Um dies auf mathematischer Ebene zu
modellieren, fiihrt man den Begriff ,,Groflenbereich® ein.

Es geniigt, sich an dieser Stelle an die Eigenschaften der reellen Zahlen zu erinnern.
Ein Groflenbereich ist dann nichts anderes als eine mathematische Struktur, in der
man mit musikalischen GroBen (mit entsprechender Einheit) rechnen und umgehen
kann, wie man dies von den reellen Zahlen gewohnt ist.
Zur Illustration wird hier eine Reihe von Beispielen présentiert:
Beispiel 6 (,,GroBenbereiche®)

(a) Die Intervalle mit der ,Oktave O als ausgezeichneter Einheit,

(b) die Notenwerte mit der ganzen Note o als Einheit,

(c) die Zeiten mit der Zahlzeit = als (Z&hl-)Einheit oder

(d) die Halbtone mit Ht als Einheit. =

Innerhalb der in Beispiel 6 vorgestellten Strukturen lassen sich wie gewohnt zum
Beispiel Notenwerte addieren oder Halbtone in Vierteltone aufteilen oder auch Zahl-
zeiten voneinander abziehen - ganz wie von den reellen Zahlen bekannt.

Nach dieser intuitiven Einfiithrung folgt nun die mathematische Definition des ,,Gro-
Benbereiches” mit den dafiir nétigen Vorarbeiten. Wer sich mit der bisher geschilder-
ten Vorstellung dieser Struktur bescheiden mochte, kann getrost zum FEnde dieses
Abschnitts springen.

22



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

Die folgenden Uberlegungen wurden gemacht, um die unterschiedlichen Ansitze zur
» Theorie der Grofienbereiche® in [NEUMAIER 1986] und [KIRSCH 1970] zusammen-
zufithren.

Musikalische Groflen miissen untereinander verglichen werden konnen, weswegen es
zunéchst einer Ordnung bedarf.

Definition 1 ([totale] strikte Ordnung) Sei M eine Menge und sei p eine bindre
Relation auf M, das heifst p € M x M. Fir (x,y) € p schreibt man auch x p y.
Die Relation p heifit strikte Ordnung auf M, falls fir alle x,y,z € M folgende

Bedingungen erfillt sind:
(1) Es gilt nie x p x. (2.1)
(11) Ausz py undy p z folgt stets z p z.
Die Eigenschaften (i) und (ii) werden auch Irreflexivitit und Transitivitdt genannt.
Gilt zusdtzlich x p y oder y p x fir beliebige (z,y) € M x M mit x # y, so nennt

man p eine totale strikte Ordnung. Das Paar (M, p) wird dann auch total strikt
geordnete Menge genannt.

Es folgt die Definition einer sehr einfachen algebraischen Struktur, die fiir die For-
mulierung der kommenden Begrifflichkeiten benétigt wird.

Definition 2 (kommutatives Monoid) FEine Tripel (M,+,0) heiffe Monoid,
falls eine Abb. + von M x M nach M mit (z,y) — x+y, welche Addition heifit und
i M auflerdem ein Element 0 auszgezeichnet ist, derart, dass fir alle [,m,n € M
die Aussagen

(7) I+(m+n)=I+m)+n (Assoziativitdt) (2.3)
(i1) O+m=m+0=m (Neutrales Element) (2.4)

gelten. Gilt zusdtzlich
(i) l+m=m+1 (Kommutativitdt) (2.5)

fur alle I, m € M, so spricht man von einem kommutativen Monoid.

Mit den Definitionen 1 und 2 kann die fiir ,,Gréenbereiche” grundlegende Struktur
eines ,,angeordneten Halbrings“ formuliert werden. Eine sehr dhnliche Struktur wird
in [KIRSCH 1970] vorgeschlagen.
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Definition 3 (angeordneter Halbring) Fin Sextupel R := (R, +,%,0,1, <) heifle
angeordneter Halbring, falls gilt:

(1) (R,+,0) und (R, *,1) sind kommutative Monoide mit 0 # 1.  (2.6)
(i) ax(b+c)=a*xb+axc firallea,bceR (2.7)
(1ii) axc=bkxc=a=0>boderc=0 (2.8)
(v) (R, <) ist total strikt geordnete Menge. (2.9)
(v) a<b<= Esgibteinze R mit) <z unda+z=>0. (2.10)
(vi) 0<aundd<b=0<a+bund0<axb (2.11)

Fiir R schreibt man auch kurz (R, +, %, <).
Angeordnete Halbringe bilden die Grundlage fiir die Definition eines ,,Groflenbe-
reiches“. Die folgenden Beispiele verdeutlichen, dass angeordnete Halbringe in der

Mathematik eine grofle Rolle spielen und dem Leser - wenn auch eventuell unter
anderem Namen - bereits bekannt sein diirften.

Beispiel 7 (angeordnete Halbringe)
(a) (N,+,*, <) - angeordneter Halbring der natirlichen Zahlen
(b) (Z,+,*, <) - angeordneter Halbring der ganzen Zahlen
(¢) (Q,+,*,<) - angeordneter Halbring der rationalen Zahlen

(d) (R,+,x*,<) - angeordneter Halbring der reellen Zahlen .

Der angeordnete Halbring der ganzen Zahlen wird als mathematische Struktur auch
als ,,angeordneter Ring", die angeordneten Halbringe der rationalen und reellen Zah-
len auch als ,angeordnete Korper” bezeichnet. Die zugehorigen Definitionen sind in
einfithrenden Lehrbiichern der Algebra zu finden.

Damit ist das Fundament fiir den zentralen Begriff dieses Abschnittes gelegt:
Definition 4 (Groflenbereich, Groflen, Einheit) Sei (G,+,0) ein kommu-
tatives Monoid mit ausgezeichnetem Element m # O und < strikte Ordnung auf

G. Dann nennt man das Quadrupel (G,+,<,m) einen Gréflenbereich iber ei-
nem angeordneten Halbring (R, +,*, <), falls eine Bijektion R — G mit x — xm
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gegeben ist derart, dass die folgenden Bedingungen fiir alle x,y € R erfillt sind.

(1) (z+y)m=zm+ym (2.12)
(17) (x*y)m = x(ym) (2.13)
(i5) Om =0 (2.14)
() 1Im=m (2.15)
(v) Tm <ym <=z <. (2.16)

Die Elemente von Rm := G nennt man Groflen und schreibt fiir den Gréfienbereich
(Rm,+, <,m) dann auch kurz Rm. Das Element m heifst dann Einheit von Rm.

In einem angeordneten Halbring konnen sich weitere Strukturen verbergen.

Definition 5 (Unterhalbring) Sei (R,+,*,<) ein angeordneter Halbring. Man
nennt (S, +,*,<) mit S C R einen Unterhalbring von (R,+,*,<), falls 0,1 € S
gilt und fir alle x,y € S sowohl x + y als auch x x y wieder in S liegen.

Betrachtet man die Strukturen aus Beispiel 7, so sieht man, dass sie ,, gestaffelte”
Unterhalbringe des angeordneten Korpers der reellen Zahlen sind.

Fiir zwei Elemente p, g € R mit einem Groéflenbereich Rm hat man die Sprechweisen
n,pm ist kleiner als gm* und ,,qm ist gréfier als pm*, falls p < ¢ gilt. Durch pm :
gm = p : q ist das Gréfienverhdltnis bzw. die Proportion von pm und gm definiert.
Mit diesem Riistzeug konnen nun Tonsysteme in den Blick genommen werden.

2.2.2 Von Tonstrukturen zu Tonsystemen

Das Musikdenken ist nach Wille und Neumaier [NEUMAIER und WILLE 1988] zum
iiberwiegenden Teil ein Denken in Ténen. Dies trifft auch auf das akustische Erleben
von Musik im Alltag zu. Toénen als den Gegenstianden des Denkens kénnen nach
Axiom 1 verschiedene Merkmale zugeordnet werden, die das ,,Universum der T6ne"
strukturieren. Man geht axiomatisch davon aus, dass es T6éne gibt und untersucht
die Strukturen, in denen diese Toéne vorkommen koénnen. Als Grundlage fiir die
Theorie der Tonsysteme wird zunéchst der Begriff der ,, Tonstruktur® definiert und
erlautert. Dieser Begriff ersetzt den von Neumaier [NEUMAIER 1986] eingefiihrten
,, Tonraum®.

Fiir das weitere sei durch (RO, +, <, 0) — kurz RO — ein GréBenbereich iiber dem
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angeordneten Halbring (R, +, %, <) der reellen Zahlen ausgezeichnet. Aus Griinden
der Ubersicht wird bereits an dieser Stelle das Zeichen O fiir den erst in Definition
9 erklarten Begriff der ,,Oktave* verwendet.

Definition 6 (Tonstruktur) [NEUMAIER und WILLE 1988] Fine Tonstruktur
wird definiert als ein Tripel T = (T,0, P). Dabei ist T eine Menge und § : T x T —
RO eine Abbildung in den Groflenbereich RO mit Einheit O. Fiir die Abbildung &
gelte

O(t1,t2) + 0(t2, t3) = (¢, t3) (2.17)

fir alle t1,ta,t3 € T. Weiter bezeichnet P eine Menge von Abbildungen mit Defini-
tionsbereich T.

Definition 7 (T6ne, Grund- und Tonparameter) Gegeben sei eine Tonstruktur
T = (T,6,P). Die Elemente von T nennt man Tone; die Elemente von P nennt
man Grundparameter. Da die Grundparameter T als Definitionsbereich haben,
werden sie allgemein auch Tonparameter genannt.

Nach Mazzola [MAzzoLA 1990] sind fiir die Bilder verschiedener Tonparameter auch
verschiedene (Grofien-)Bereiche vorgesehen. So wird natiirlich eine Tonhohe einen
anderen Bildbereich haben, als etwa die (Laut-)Stérke oder die Farbung eines Tones.
Dies hat man bereits an den verschiedenen Gréflenbereichen in Beispiel 6 gesehen.

Definition 8 (Intervalle) Sei T = (76, P) eine Tonstruktur. Die Elemente der
Bildmenge der Abbildung 6 — bezeichnet mit 6(T'xXT) — heifien dann die Intervalle
der Tonstruktur T

Die Abbildung 6 wird auch Distanzabbildung genannt, da sie von der Vorstellung
motiviert ist, mittels eines Sprungs von einem Ton t; zu einem anderen Ton t, zu
gelangen. Dabei muss die ,Distanz zwischen t; und ¢y iiberwunden werden. Man
sagt, das Tonpaar (x,y) ,hat das Intervall ¢, falls §(x,y) = i gilt.

Definition 9 (Oktave, Prime) Sei T = (7,0, P) eine Tonstruktur und RO ein
Grofienbereich. Die Einheit O nennt man Oktave und das Intervall o := 00 be-
zeichnet man als Prime.

Definition 10 (hoher, tiefer, gleichhoch) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
T = (T,0, P) eine Tonsstruktur. Ist fir zwei ty,ty € T

(S(tl,tg) > o0 bzw. (5<t2,t1) <o,
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

so sagt man ty sei tiefer als ty bzw. ty sei héher als t1. Gilt 0(t1,t2) = o, liegt also
zwischen ty und ty eine Prime, so sagt man t; und ty seien gleichhoch.

Sei T = (T, 6, P) eine Tonstruktur. Fiir alle z € T hat das Tonpaar (x, z) die Prime o
als Intervall. Wenn ein Tonpaar (x, y) das Intervall ¢ hat, dann hat das Tonpaar (y, x)
das Intervall —:i. Damit wird die Vorstellung von ,, gerichteten Intervallen realisiert,
also die Sprechweisen ,Intervall nach oben“ bzw. ,Intervall nach unten®. Ton ¢; ist
tiefer als Ton ¢, um das Intervall ¢ (bzw. ¢y ist hoher als ¢;), falls 0 < i = §(t1,t2)
gilt.

Jede Tonstruktur T = (T, §, P) geniigt folgendem Satz 1.

Satz 1 (Trichotomieprinzip fiir Tonpaare) Fir jedes Tonpaar ti,ty € T gilt
genau eine der drei folgenden Mdglichkeiten:

(1) ty ist tiefer als ta (0 < 0(t1,1t2)). (2.18)
(i1) t1 ist hoher als ty (6(t1,t2) < 0). (2.19)
(1ii) t1 und ty sind gleichhoch (§(t1,t3) = o). (2.20)

Dieser Satz ist anschaulich klar und wird hier nicht bewiesen.

Beispiel 8 (Prime, Oktave) In der Schreibweise der abendléandischen Musiktra-
dition kénnen Prime und Oktave als Intervalle in einem Notensystem mit Violin-
schliissel wie folgt dargestellt werden.

,
{~ .
ANV
J e - -
Prime Oktave

Formal heifit das, dass das Tonpaar (¢, ¢’) das Intervall Prime hat und (¢, ¢”) das
Intervall Oktave. u

Beispiel 9 (Tonstruktur) Man betrachte die erste Zeile des bekannten Volksliedes
»Alle Vigel sind schon da“.

o)
7
i o)

@_ﬂ_\ﬁ:./ — o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

/

Ml

N
Q|

e

Um anzudeuten, dass aufler den Tonen selbst und ihrem Verhéltnis zueinander noch
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

keinerlei Struktur existiert, sind hier die Notenlinien, Notenschliissel etc. ausgeblen-
det.

o#.. ‘ ....#.o‘ g

Aus diesem Stiick ergibt sich eine Tonstruktur T = (7,0, P) wie folgt. Zunéchst
betrachten wir die Tonmenge 7"

T ={Ton 1, Ton 2,..., Ton 14}

Dabei kénnen die Téne beliebige Namen haben. Hier werden sie mit ¢! bezeichnet,
wobei n die von links nach rechts gelesene Tonfolgennummer des Tones angibt und ¢
die Unterscheidung, in welcher Oktave sich der Ton befindet. Dies wird spéter noch
ausfiihrlich erlautert.

o op1l 12 321 02 21 011 1 g1 g1 1 g1
T = {d;, fisy, ag, dy, hs, dg, by, ag, gg, 1g, fiS1y, dig, €13, dis}

Fiir die Distanz-Abbildung §(i, j) ergibt sich die schiefsymmetrische Abbildungsma-
trix mit ¢ in den Zeilen und j in den Spalten in Tabelle 2.1. Dabei bildet  in den
GroBenbereich (ZHt, +, <, Ht) ab, wobei Ht fiir ,Halbton“ steht.

[ 1] 23] 4[5] 6] 7[8]9]10]11] 12] 13] 14]
1] o[4]7]12]9]12] 9] 7 T[4 0] 2] 0
2 4] 0[3] 8] 5] 8[5]3]1]3[0] 4] 2] 4
3 -7]-3]o0] 5] 2[5]2]0]-2] 0[-3] -T] 5] -7
Al-12]-8]-5] 0[-3] 0]-3[-5[-7T[-5][-8[-12[-10]-12
5 -9[5[2] 3]0 3[o0]-2]4]-2[-5] 9] -7 -9
6[-12]8]-5] 0[-3[ 0]-3]-5]-T[-5[-8]-12]-10-12
T -9[5[-2] 3]0 3[0]-2]4]-2[-5] 9] -] -9
8| -7]-3] o] 5] 2[5]2]0]-2]0[-3] -T] 5| -7
o s]-1] 2] 7[4a[ 7] 4a]2]0] 2[-1] 5] 3] -5
0] -7[-3[ 0] 5] 2] 5[2[0[2] 0[-3] -7 5] -7
1] 4fo[ 3] 8] 5] 8[5][3[1] 3] 0] 4] 2] 4
12 o[ 4[7[12] 912 9] 7[5 7] 4] o] 2] 0
1B 2[2[5]10] 7[10[ 7[5 3] 5] 2] 2] 0] -2
4] o[4a[7[12]9]12[ 9] 7[5] 7] 4] 0] 2] 0

Tabelle 2.1: Abbildungsmatrix fiir ¢

28



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

Die Menge P der Tonparameter wird zunéchst mit P = {p;} angegeben, wobei p;
mit p;(#!) := n fiir alle ¢ € T die Nummer eines Tones darstellt. [

Es folgt die Betrachtung einiger moglicher Tonparameter.

Definition 11 (Tonhohe) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,0, P) eine
Tonstruktur. Ein Tonparameter h € P heifst Tonhdéhe, falls fiir beliebige t1,t5 € T
die Gleichung h(t;) = h(ts) genau dann gilt, wenn 0(t1,ts) = o ist, das heifst t; und
to gleichhoch sind.

Aufgrund des Trichotomieprinzips fiir Tonpaare ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2 Auf der Tonhihe h(t) einer Tonstruktur T = (T,0, P) existiert genau eine
total strikte Ordnung < derart, dass fiir alle t1,ty € T mit §(t1,t2) # o gilt:

h(t1) < h(ty) <= t1 ist tiefer als to (2.21)

Damit reflektiert die eine Tonhéhe das Tiefer- oder Hohersein eines Tones im Ver-
gleich zu einem anderen.

Definition 12 (Tonfrequenz, physikalische Tonstruktur) [NEUMAIER und
WILLE 1988] Sei T = (T,0, P) Tonstruktur. Ein Grundparameter f : T — R
heifst Tonfrequenz genau dann, wenn f(t) > 0 fir alle t € T und wenn fir belie-
bige (tl,tg) eT xT mat 5<t1,t2) =10

2'=f(t) : f(t2)

gilt. Eine Tonstruktur T = (T,6, P) heifit physikalisch, wenn sie eine Tonfrequenz
als Grundparameter hat.

Satz 3 Die Tonfrequenz f € P ist in einer physikalischen Tonstruktur T = (T, §, P)
eine Tonhohe.

Beweis Sei T = (7,0, P) physikalische Tonstruktur. Der Tonparameter f € P
sei die Tonfrequenz und t1,to € T seien beliebige Elemente. Fiir alle ¢t € T gilt
wegen Definition 12, dass f(¢) > 0 und dass fiir alle Tonpaare (t1,%2) € T x T mit
8(t1,t2) = 0O die Gleichung 2° = f(t;) : f(ts) erfiillt ist. Fiir eine Tonhdhe h gilt
wegen Satz 1, dass §(t1,t2) = o genau dann, wenn h(t;) = h(ty) gilt. Es ist also zu
zeigen, dass die folgende Gleichung gilt:

6(t1,12) = 0 <= f(t1) = [(l2)-
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Es kann weiter folgendes hergeleitet werden:

flt) = f(ta) <=2 = f(t1) : flta) =1=2°

<:,>Z:O<:>(5<t1,t2):()o:0

Damit ist die Tonfrequenz f eine Tonhohe der physikalischen Tonstruktur 7. O

Es ist wichtig, dass man eine gegebene Tonstruktur auch im Nachhinein um neue
Parameter erweitern kann. Zu diesem Zweck wird eine Erweiterungsdefinition vor-
gestellt.

Definition 13 (freie Erweiterung) [NEUMAIER und WILLE 1988] Die frete
Erweiterung einer Tonstruktur T = (T,0, P) durch eine Menge X wird definiert
als die Tonstruktur Tx = (T x X,0x, Px) mit den Bezeichnungen

5X((t17 13), <t27 y)) = 5(t17 t2)>
Px :={p |p € P}U{q} mit p'(t,z) = p(t) und q(t,z) = z.

Beispiel 10 Es sei eine Tonstruktur T = (7,0, P) gegeben. Die die Menge P der
Tonparameter enthalte als einzigen Parameter eine Tonhohe h. Sei T = {¢, a, f, e}
gegeben. Nun wird die freie Erweiterung durch die Menge X = {1,2,3,4,5,6} ge-
bildet. Es ergibt sich fiir die Tonstruktur JTx:

TxX={(1),(¢2),...,(a,1),....(f,1),...(e,5),(e,6)}
5x((t1,$), (tg,y)) = 5(t1,t2) fiir alle (tl,l'), (tQ,y) < TX
Px = {I,q} mit I(t,z) :=t und q(¢,z) := z fiir alle (t,z) € Tx

Man kann den neu hinzugekommenen Parameter ¢ beispielsweise ,, Tonnummer® nen-
nen. Dadurch wird in der Tonstruktur Tx die Tonabfolge eines kleinen Liedes mit
bis zu sechs Ténen als Untermenge von Ty darstellbar. Zum Beispiel konnte dann
die Menge

Ts = {(671)7 (CI,, 2)> <f> 3)7 (f>4)> <675)> (676)}

eine kleine Fingeriibung von Mozart? gewesen sein. Bildet man von dieser Tonmenge
wieder ein Tonsystem, so ist dieses in Ty einbettbar. [ |

Beispiel 10 zeigt, dass eine Tonstruktur (beliebig) erweiterbar ist. Dies ist nicht im-
mer komfortabel und anschaulich. Um zu verhindern, dass die Elemente der Tonmen-

2Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791), dsterreichischer Komponist und Musiker.
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

ge zu komplex werden, kann man eine bestehende Tonmenge T" durch eine Familie
von Indexmengen (I;);c; frei erweitern. Es wére dann moglich, nur jeweils neue Pa-
rameter p in die Menge P einzufithren und mittels der Indexmengen Parameterwerte
einfach zuzuordnen. Man kann zeigen, dass die Ergebnisse beider Erweiterungsmog-
lichkeiten als Strukturen isomorph sind.

Definition 14 (Tonsystem) [NEUMAIER und WILLE 1988] FEine Tonstruktur
T = (T,6,P), fur die das Intervall zwischen verschiedenen Ténen stets ungleich
der Prime o ist, wird Tonsystem genannt. Formal bedeutet dies fiir alle t1,t5 € T
die Aquivalenz

(5(t1,t2) 7é 01 7é to (222)
oder anders gesagt

(5(t1,t2) =0t =ts. (223)

Wille [WILLE 1979] fiihrt ein Tonsystem noch als ein Paar (7',h) von Tonmenge
T und Tonhohe h beziiglich einer Tonstruktur T = (7, d, P) ein. Dabei ist h eine
injektive Abbildung von 7" x T in die Menge der positiven reellen Zahlen R, . Die
hier gegebene Definition ist jedoch weitaus allgemeiner und flexibler.

Fiir die sich nun anschlieBenden Uberlegungen braucht man den Begriff der Aquiva-
lenzrelation (AQR). Unter einer AQR versteht man eine Paar (M, p), wobei M eine
Menge ist und p eine bindre Relation, die reflexiv (x p z fiir alle x € M), transitiv
(x py,y pz= xpz)und symmetrisch (z p y <= y p x) ist.

Man nennt dann die Menge [s], := {t|t p s} die p—%quwalenzklasse von s. Unter
T/p:={[t],|t € T} versteht man die Menge aller p-Aquivalenzklassen von T'.

Man kann zu jeder beliebigen Tonstruktur J = (T, 9, P) das zugehorige Tonsystem
T, = (Ty, 00, P,) durch eine Aquivalenzrelation A, ermitteln. Man definiert T, :=
T/A, und

5o Ty x Ty — RO, ([s]a., [t]a,) — 8(s,1).

Fiir die Parameter p, € P, setzt man p,([s|a,) := p(s) mit p € P. Dabei gilt fiir alle
tits €T

t1A0t2 o (5<t1,t2) = 0.
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Umgekehrt gewinnt man durch freie Erweiterung aus einem Tonsystem eine Ton-
struktur.

Beispiel 11 Man betrachte die Tonstruktur T = (7,9, P) aus Beispiel 9. Fiir das
zugehorige Tonsystem T, = (715, d,, P,) gilt dann

TO = {{d%a db: diél}a {fZS%7 ﬁsil}v {ailiv aélév a%O}v {div d%}a {hé7 h%}’ {gé}’ {613}}

Die resultierende Abbildungsmatrix von 4, findet sich in Tabelle 2.2. Die Menge der
Tonparameter kann ebenfalls auf 7, iibertragen werden.

| | [Wa, | 2la, | Ba, | [4]a, | Bla, | Dla, [ [13]a,
[a, 0 4 7] 12 9 5 2
2la, || 4] 0] 3] 8| 5| 1| =2
Bla, | 7| 3] 0] 5] 2| 2| 5
Ma, | 12| 8] 5] 0] 3| 7| -0
Bla, | 9| 5| 2| 3| 0| 4| =
Ola, | 5| 1] 2| 7| 4| 0| -3

M3l | 21 2| 5| 10| 7] 3 0

Tabelle 2.2: Abbildungsmatrix fiir 9,

Die Tonhohe in einem Tonsystem wird analog zur Tonhohe einer Tonstruktur defi-
niert und ist daher nicht extra aufgefiihrt.

Korollar 1 Fir eine Tonstruktur T = (T,6, P) ergibt sich eine Tonhdohe als
kanonische Projektion

h:T —T/A,:=T, mit t — [t|a

der Tine auf ihre (0)- bzw. Prim-Aquivalenzklassen.

Dieses Korollar ist anschaulich klar und wird an dieser Stelle nicht bewiesen.

Proposition 1 In einem Tonsystem T, = (T, d,, P,) gelten

do(x,y) = 0p(2,2) <=y = z fiir alle v,y,z € T, (2.24)
do(, 2) = 0oy, 2) <= x =y fir alle z,y,z € T, (2.25)
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oy 0 )=z

60(x1y) = 80()6,2)
So(x’))) . K4 >

8o(x,2)
Ox ®x

Abbildung 2.1: §,(x,y) = d,(z,2) <=y = =

Beweis Sei T, = (T,,0,, P,) ein Tonsystem und seien z,y,z € T, gegeben. Dann
gilt (2.24) wegen

o: 0
V
8o(x,2) = 8o(1,2)
) S
* 86(3,2) >
Oy ® x=y

Abbildung 2.2: 6,(z,2) = d,(y,2) <=z =y
Auflerdem gilt (2.25) wegen

3o(x,2) = 0o(Yy, 2) <= —0o(x,2) = —0o(y, 2)
<= 0o(z,2) = do(2,Y)
(2.24)
<

und die Proposition ist bewiesen. O

Satz 4 Fir Tonsysteme T, = (T,,0,, P,) ist ein Tonhohenparameter h € P, stets
eine injektive Abbildung.

Beweis Sei T, = (7,,9,, P,) Tonsystem und h € P, eine Tonhohe auf diesem
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Tonsystem. Nach Definition 11 fiir alle ty,t, € T,
h(t1) = h(ty) <= d(t1,t2) = o.

Aufgrund von (2.22) erhélt man auflerdem
5(t1,ts) = 0 =11 = ts.

Gemeinsam gilt also, dass
h(t1) = h(ty) <=t =t fir alle t1,t, € T,

ist. Damit ist h injektiv. O

Definition 15 (vollstindig) FEin Tonsystem T, = (T,,0,, P,) mit 6, : T, x T, —
RO, wobei RO Grdfienbereich ist, heifft vollstindig genau dann, wenn fir alle
s€T, und i € RO eint €T, existiert, sodass 6,(s,t) =1 gilt.

Die Definition eines vollstindigen Tonsystems beschreibt ein Tonsystem, in dem fiir
jeden beliebigen Ton ¢ und jedes beliebige Intervall ¢ ein weiterer Ton s existiert,
sodass t und s in §,(t, s) das Intervall ¢ haben.

Beispiel 12 Das Tonsystem T, = (7,, d,, P,) mit

T, = R mit Oktave O :=1 € R,
0o : Ty x T, — T,,(s,t) — t — s und
P,={p} mit p: T, — R, t — t Tonhohe

ist vollsténdig. [ |

Definition 16 (Teilstruktur, Oberstruktur) [WILLE 1979] Sei T = (T, 6, P) ei-
ne Tonstruktur. Dann heifst T = (T",0', P') eine Teilstruktur von T, falls T C T,
8" = O|piwr eine Einschrinkung von 6 auf T' x T und P' = P|p eine Einschrin-
kung von P auf T' ist. In diesem Fall heifst T Oberstruktur von T'. Fir eine
Teilstrukturbeziehung von T und Ty schreibt man T; CE Ts.

Definition 17 (Musikstiick) Sei T = (7,9, P) eine Tonstruktur und sei A eine
Menge von Tonanfingen, D eine Menge von Tondauern und 2 eine Menge von
Tonenden. Erweitert man T = (T,0, P) nacheinander durch A und Q, A und D,
Q und D oder A, Q0 und D, so heifst eine Unterstruktur dieser freien Erweiterung
Musikstiick.

34



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

Die hinzukommenden Tonparameter nennt man Tonanfang (pa), Tondauer (pp)
und Tonende (pg). Mit Tonanfang oder Tonende ist ein zeitliches Beginnen und
Enden gemeint, wie dies die Tondauer schon nahelegt.

Auch die Unterstrukturen einer durch Kreuzprodukte der Mengen A, D und €2 aus
Definition 17 erweiterten Tonstruktur T = (7,6, P) kann man als Musikstiicke auf-
fassen. Allerdings sind dann die Parameter pu, pp und pg nicht einzeln gegeben,
sondern miissen erst aus einem ,, Kreuzproduktparameter* gewonnen werden.

Beispiel 13 Fiir die Tonstruktur 7 = (7,6, P) aus Beispiel 9 kann ein zuge-
horiges Musikstiick folgendermaflen aussehen, wobei hier die jeweiligen Tonanféinge
angegeben sind:

o) A
A2 D Y
) — . 77— L c
o - 7

1 25 3 4 5 6 63 7 9 103 11 12 13 15

Sei A = {1, 1%, 2, 2%, cel 15%, 16, 16%} die Menge der Tonanfénge ('Ton beginnt
auf den Schlag ...") und Q = AU{17}\ {1} die Menge der Tonenden ("Ton endet vor
Schlag ..."). Um das Beispiel zu vereinfachen, bildet man das Kreuzprodukt A x
und danach die freie Erweiterung von T durch diese Menge.

Taxa = (T x (A xQ),04x0, Paxa)
T x (A X Q) = {(di (17 1%))7 (div (17 2))7 R (dh, (16%7 17))}

5A><Q((t17 (al, 61)), (tg, (CLQ, 62))) = 5(t1, tg)
Paxq = {p'|p € P}U{q}
mit ¢(t, (a,e)) := (a,e) und p'(¢, (a,€)) := p(t).

Dabei kénnen fiir ¢ noch Abbildungen ¢ 4 (¢, (a, e)) = a und gq(t, (a, e)) = e definiert
werden, so dass man stets Zugriff auf die einzelnen Werte des Erweiterungsparame-
terpaares hat. Man konnte das bekannte Standardbeispiel damit als Musikstiick
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durch die Folge

= {0 (023)) (4 (229) (0(39)): (4 (22)
(1 (30)) (% (002))- (. (7)) (% (9))

(g 94 (9, 10%)) <a10,( ; 11)), (ﬁs}l, (11,12)), (db, (12,13)),
(613, <13,15>) (dh, (15 16))}

darstellen. [ |

Fiir die Notation von Musik sind bisher stillschweigend Notensysteme verwendet
worden, die den einzelnen T'énen einen je eigenen Wert innerhalb eines Musikstiickes
zugewiesen haben. Um formal ein Notationssystem zu erhalten, in dem T6nen be-
stimmte relative Tonldngen (,Notenwerte“) zugeordnet werden, die dann in einem
Musikstiick als reale Tondauern interpretiert werden konnen, pragt man den Begriff
des ,,Notensystems".

Definition 18 (Notensystem) Sei T, = (1,,0,, P,) ein Tonsystem und X =
{z1,29,...,2,} mit n € N eine (nichtleere) Menge von Notenwerten. Dann heifit
die freie Erweiterung von T, durch X, formal T, x = (T, x X,d0x, P, x), ein No-
tensystem.

Beispiel 14 (Notensystem) Sei T, = (1,,0,, P,) das aus Beispiel 11 bekannte
Tonsystem. Ein Notensystem fiir dieses Beispiel sieht nach der Erweiterung durch
eine Menge

f1131
1874782

von Notenwerten folgendermaflen aus:

TO,X = {To X X? 50,X7 PO,X}

= { (i) (10, ) o (i ). (i ) )

5O,X((t1a w1)7 (t27 w2)) = 5<t17 t2)
P,x ={p'|p € P,} U{q} mit q(¢t,z) = w und p'(¢,z) := p(t) fir x € X.
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Damit liefle sich das Stiick ,,Alle Vigel sind schon da“ (hier mit Angabe der Noten-

werte)
() & A
i e D 4
{ry 1L ) J o P o rd
[y, : 4

3 1 1 1 L1 1 1 31 1 1 L1

8 8 4 4 4 8 8 2 8 8 4 4 2 1

als eine in das Notensystem 7T, x einbettbare Menge schreiben. Es sieht dann fol-
gendermaflen aus:

3 11 1 1 1 1
o) (mbg) () (#5)- (25) (45).
1 1 3 1 ) 1 1
(h%a g) ) (aé7 5) ) (gév g) ) (a%m g) ) (f?S%h Z) ) (d%% Z) )
1 1
(6137 5) ) (dh, Z)}

Ein fundamentales Konzept in der Musik ist das der Tonleiter, weshalb eine extensio-
nale Standardsprache auch in der Lage sein muss, dieses Konstrukt zu formalisieren.
Dazu werden die folgenden Definitionen benotigt.

Definition 19 (Tonfolge, Tonnummer) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T =
(T, 9, P) eine Tonstruktur und Ty := (T x N, dn, Px) die freie Erweiterung dieser
Tonstruktur durch die Menge der natirlichen Zahlen IN. Seien t; € T x N, i €
{1,2,...,k} mitt; .= (s,i) fiir beliebige s € T. Dann nennt man

Fk = (tl,tg, Ce ,tk)

eine Tonfolge der Tonstruktur Ty. Der neu hinzukommende Grundparameter heifst
Tonnummer.

Beispiel 15 In Beispiel 10 ist eine Tonfolge in der Fingeriibung (c, a, f, f, €, €)
bereits vorgefiithrt worden.

h I
|
broe oL
1 2 3 4 ) 6

Dementsprechend sieht die zugehorige Tonfolge Fg so aus:

Fﬁ = ((Cal)v (CL, 2)7 (f> 3)7 (f>4)7 (675)7 (676))' ]
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Definition 20 (Schrittfolge, m-ter Schritt, steigend, fallend) Jeder Tonfolge
Fy, = (t1,ta, ..., ty) ist mit F:= {tq,ts,... 1} durch

p: F\{tk} — 5(F X F),tl = 5(ti7ti+1) mit 1 € {1,2,...,]{3— 1}
i natirlicher Weise eine ,Intervallfolge®

[0(t1,t2),0(t2,t3), ., 0(tk—1, k)]

zugeordnet, die man Schrittfolge nennt. Ein Schritt ist im Allgemeinen positiv,
negativ oder eine Prime. Das m-te Intervall der Schrittfolge wird m-ter Schritt
genannt. Hat eine Tonfolge nur nichtnegative Schritte, so heifit sie steigend, hat
sie nur nichtpositive Schritte, so heifit sie fallend. Hat eine Schrittfolge nur strikt
negative oder nur strikt positive Schritte, so wird sie streng fallend bzw. streng
stetgend genannt.

Beispiel 16 (Schrittfolge) Man sehe sich die Tonfolge aus Beispiel 15 noch einmal
an:

F6 = <<C71)7 (a72)7 (f73)7 (f74)7 (675)7 <6’6))‘

Die zugehorige Intervallfolge sieht dann folgendermafien aus:

[6((c, 1), (a,2)), 6((a,2), (f,3)), 0((f,3), (f,4)), 6((f,4), (e,5)), 6((e,5), (e,6))].

Es handelt sich hierbei um eine fallende Tonfolge. [ |

Definition 21 (Tonleiter, Stufen, m-te Stufe) [NEUMAIER und WILLE 1988]

Sei F' = (ty,ta,...,tx) streng steigende oder streng fallende Tonfolge einer Ton-
struktur. Dann heifst F' Tonleiter. Die Tone ti,ts, ...t einer Tonleiter heiffen
Stufen. Der m-te Ton einer Tonleiter F' heifit m-te Stufe derselben.

Die konkrete, vom musikalisch gebildeten Leser erwartete Definition einer Tonlei-
ter findet sich in Definition 40. Hier ist eine bewusst allgemein gehaltene Begriffs-
definition gegeben, um auch Tonsystemen auflerhalb des abendléndischen Systems
Rechnung tragen zu konnen.

Ist in der Musiktheorie von Tonleitern die Rede, so meint man damit im Allgemeinen
solche, deren Schrittfolgen sich im ,,Oktavabstand® wiederholen. Daher geht folgende

Definition in die extensionale Standardsprache Definition ein:

Definition 22 (Oktavtonleiter) [NEUMAIER und WILLE 1988] Fine steigende
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

Tonleiter F' = (tq,ta,...,t,),n € N, fiir die es ein k € N gibt, so dass 0(ty,, tmir) =
O fir alle t,, € F\{t,} gilt, heifft Oktavtonleiter.

Beispiel 17 Schreibt man eine C-Dur-Tonleiter iiber mehrere Oktaven, so erhélt
man folgende Oktavtonleiter:

[\ J
17T
]

!

!

!

!

!

!

!

o)
7
7.4

|

[ £an Y [ 2
B S

t1 1o 13 T4 t5 tg t7 tg tg tio 11 T12 13 L1a tis5 tie ti7 tig 19 Tog USW.

Dabei ist £ = 7, da fiir obige Tonleiter stets 6(t,,, tme7) = O gilt. [ |

2.2.3 Intervalle als Proportionen

Fiir Pythagoras Musiktheorie spielte das Monochord, ein Instrument mit nur einer
schwingenden Saite, eine zentrale Rolle. Pythagoras teilte die Saite des Monochords
in ganzzahligen Verhéltnissen und entwickelte die Vorstellung, dass die so erklingen-
den To6ne zueinander in einem ganz bestimmten (Saiten-)Verhéltnis stehen. Damit
war der fiir dieses Kapitel zentrale Begriff der Proportion gegeben. Dies macht ins-
besondere den Einstieg in eine multiplikative Schreibweise von Intervallen méoglich.
Das Monochord als Instrument ist in Abbildung 2.3 dargestellt?.

i

Abbildung 2.3: Ein primitives Monochord. Quelle: www.practicalphysics.org

Fiir die Vorstellung von Proportionen kénnen wieder die reellen Zahlen hinzugezo-
gen werden. Insbesondere die Potenzgesetze und die Gesetze fiir das Rechnen mit
Logarithmen machen die folgenden Aussagen besser verstéindlich.

Beispiele fiir musikalische Grofienbereiche mit Proportionen sind etwa die Saitenlén-
gen mit der Monochordlange I' als Einheit und die Frequenzen mit der Einheit Hertz

3Quelle: http://www.practicalphysics.org/imageLibrary/jpeg400/138.jpg (Stand Januar 2008)
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

(Hz). Diese beiden Beispiele unterscheiden sich von den in Abschnitt 2.2.1 vorge-
stellten, da in ihnen nicht additive, sondern multiplikative Verkniipfungen ,,den Ton
angeben®. Auflerdem beschrianken sich die hier genannten Gréfenbereiche auf die
positiven reellen Zahlen R,. Das Rechnen in diesen Groéflenbereichen erfolgt nach
Regeln, die weitgehend denen fiir das Rechnen mit Logarithmen und Potenzen in-
nerhalb der reellen Zahlen entsprechen.

Definition 23 (Proportion, Proportionsbasis) [NEUMAIER und WILLE 198§]
Sei T = (T,0, P) eine Tonstruktur und RO - das Bild der Abbildung 6 - ein Gro-
Benbereich. Die Proportion eines Intervalles 1 = rO € RO wird definiert als k",
wobei k € Ry Proportionsbasis genannt wird.

Die Proportionsbasis wird im Weiteren mit k& = 2 fest gewéhlt. Dies hiangt mit
der dadurch gegebenen Moglichkeit zusammen, jede beliebige Tonhohe durch ein
positives reelles Vielfaches einer anderen Tonhohe ausdriicken zu konnen. Fordert
man fiir dieses reelle Vielfache besonders giinstige Eigenschaften (siehe Einleitung
zu Satz b auf Seite 42), so ergibt sich in natiirlicher Weise die 2er-Basis.

Beispiel 18 Eine Oktave hat mit Definition 23 die Proportion 2! = 2 und eine
Prime die Proportion 2 = 1. Weitere Proportionen verschiedener Intervalle in ver-
schiedenen Tonsystemen finden sich in Tabelle 2.3. Es werden die pythagoreische
Stimmung, die Quint-reine Stimmung und die zwolfstufig gleichméBig temperierte
Stimmung angegeben (siehe dazu auch Kapitel 2.2.7).

pyth. Stimmung | reine Stimmung | gleichst. Temp.
Intervall Prop. 27 r Prop. 2" ‘ r Prop. 2" ‘ r
Prim 1:1 0.0000 1:1 0.0000 | 1.0000 0/12
gr. Sekunde 9:8 0.1699 9:8 0.1699 | 1.1225 2/12
gr. Terz 81:64 0.3399 5:4 0.3219 | 1.2599 4/12
Quarte 4:3 0.4150 4:3 0.4150 | 1.3348 5/12
Quinte 3:2 0.5850 3:2 0.5850 | 1.4983 7/12
gr. Sexte 27:16 0.7549 2:3 0.7370 | 1.6818 9/12
gr. Septime | 243:128 | 0.9248 15:8 0.9069 | 1.8877 | 11/12
Oktave 2:1 1.0000 2:1 1.0000 | 2.0000 | 12/12

Tabelle 2.3: Proportionen ausgewéhlter Intervalle in verschiedenen Stimmungen
|

Man definiert nun die logarithmische Umkehrung der Proportionsabbildung, die
es ermoglicht, das gegebene Intervall in Einheiten eines anderen Intervalls auszu-
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

driicken. Es werden die allgemeine Definition der Proportionsumkehrung und zwei
konkret gebrauchliche Formen vorgestellt.

Definition 24 (i-Logarithmus) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (T4, P)
Tonstruktur. Fir ein Intervall igc = ro© € 6(T x T') mit der Proportion py = 2" und
eine positive reelle Zahl r € R ist der ig-Logarithmus definiert durch

(19 — log(r)) := (logp0 (r))io. (2.26)

Definition 25 (Cent) Sei T = (T,0, P) Tonstruktur. Das Intervall i € RO mit
1= ﬁ(‘) heifst Cent.
Die Intervalle zwischen den Toénen einer Oktave werden {iiblicherweise im relati-
ven Mafl Cent angegeben. Ordnet man den Tonen einer eine Oktave umfassenden
chromatischen Tonleiter dquidistante Positionen beziiglich der Mafleinheit Cent in-
nerhalb dieser Oktave zu, so ist das Intervall zwischen zwei benachbarten Ténen
exakt 100 Cent, wodurch auch die Benennung dieser Mafleinheit klar wird.

Beispiel 19 (O-Logarithmus, Cent-Logarithmus) Sei T = (7,6, P) eine Ton-
struktur. Zwei gebrauchliche i-Logarithmen sind der Cent- und der O-Logarithmus
(Oktav-Logarithmus). Mit Definition 23 ergeben sich fiir i; = 10 = O € RO und
ir = 350 = Cent € RO die Proportionen p; = 2! = 2 und p, = om0 = 22,
Damit ergeben sich nach Definition 24 fiir ein r € R, die i-Logarithmen

(ir-log(r)) = (O-log(r)) = (loga(r))O und
(ia-log(r)) = (Cent-log(r)) = (log 12095(r)) Cent. =

Beispiel 20 Fiir die Werte aus Tabelle 2.3 sind die Cent-Schreibweisen in Tabelle
2.4 angegeben.

Nach Neumaier [NEUMAIER 1986, S. 203] gilt fiir die Proportionen der folgende Satz
5. Er selbst hatte die Proportion eines Intervalles noch als das Tonhéhenverhéltnis
eines zugehorigen Tonpaars beschrieben. Man koénne in einer Tonstruktur ,, jede Ton-
hohe als positives reelles Vielfaches jeder anderen Tonhohe darstellen®. Es gebe nur
eine einzige solche Darstellung, die gleichzeitig die folgenden Voraussetzungen er-
fillt:

(a) Tonpaare mit demselben Intervall haben dasselbe Tonhohenverhéltnis.
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pyth. Stimmung reine Stimmung gleichst. Temp.
Intervall | Prop. 2" \ Cent | Prop. 27 \ Cent | Prop. 27 \ Cent
Prime 1:1 0.0000 1:1 0.0000 1.0000 0.0000
gr. Sek. 9:8 203.9100 9:8 203.9100 1.1225 | 200.0000
gr. Terz 81:64 407.8200 5:4 386.3137 1.2599 | 400.0000
Quarte 4:3 498.0450 4:3 498.0450 1.3348 | 500.0000
Quinte 3:2 701.9550 3:2 701.9550 1.4983 | 700.0000
gr. Sexte 27:16 905.8650 5:3 884.3587 1.6818 | 900.0000
gr. Sept. || 243:128 | 1109.7750 15:8 1088.2687 1.8877 | 1100.0000
Oktave 2:1 1200.0000 2:1 1200.0000 2.0000 | 1200.0000

Tabelle 2.4: Cent-Werte diverser Intervalle aus [VOGEL 1975, S. 464-465]

(b) Sind die Intervalle grofier als die Prime, so haben sie ein Tonhthenverhéltnis
grofer als 1.

(c) Ist ein Intervall gleich der Oktave, so hat es das Tonhohenverhéltnis 2 : 1.

Diese Darstellung ist nach Neumaier h(t;) = 2"h(ty) mit einer Tonhohe h, Ténen
t1,ty € T sowie einem r € Ry. Mit der einfachen Umformung h(t;) : h(ty) = 2" ist
die Verbindung zu Definition 23 klar und der Proportionssatz gilt auch in der Welt
von Neumaier und Wille.

Satz 5 (Proportionssatz) [NEUMAIER 1986] Sei T = (T4, P) eine Tonstruktur,
0 : T xT — RO mit (t1,tz) — 10O die Distanzabbildung und §(T x T) die Menge
der Intervalle von T. Sei eine Proportionsabbildung ¢ : 6(T x T) — R mit i0Q +— 2
gegeben. Dann gelten fir alle i0,i,0,i,0 € 6(T x T) und fir alle r € Ry die
folgenden Aussagen.

(i) Die Addition von Intervallen entspricht der Multiplikation ihrer Proportio-
nen:

¢(i10 + 20) = ¢(i10) * ¢(i20). (2.27)

(i1) Die Subtraktion von Intervallen entspricht der Division threr Proportionen:

¢(i10 — 120) = $(110) : ¢(i20). (2.28)

(i1i) Das Vervielfachen von Intervallen entspricht dem Potenzieren ihrer Propor-
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tionen:

B(ri0) = ¢(iO)". (2.29)

(iv) Jedes Intervall ist durch seine Proportion eindeutig bestimmd:

(v) Gréfsere Intervalle haben gréfiere Proportionen:

(vi) Aus den Proportionen zweier Intervalle lisst sich thr Grifenverhdltnis wie
folgt gewinnen:

i1+ g = 1og,(¢(120)) - log;.(¢(i20)) (2.32)

mit beliebiger Basis k € R. Man nennt iy : i auch Intervallverhéltnis.

Beweis Sei T = (7,4, P) Tonstruktur mit §(7" x T') € RO und seien i0,,0,i,0 €
§(T x T) und r € R. Fiir die Proportionen dieser Intervalle gelten dann ¢(iQ) = 2°
sowie ¢(i;0) = 2 und ¢(i20) = 2%,

ad (i) Das Produkt der Proportionen der Intervalle 1,0, i5O ist 21 %2 und somit
aufgrund der Rechenregeln fiir Potenzen gleich 24+%2. Dies ist genau die
Proportion der Summe der beiden Intervalle.

ad (ii) Diese Aussage zeigt man analog zu Punkt 1 mit Quotient statt Produkt
und Differenz statt Summe.

ad (iii) Die Proportion des r-fachen eines Intervalles O ist 2 und dies ist nach
oben genannten Rechenregeln gleich (2°¢)".

ad (iv) Fiir die Proportion der Intervalle i;0,i,0 gelte 2"t = 22, Aus der An-
wendung des logarithmus dualis logs auf beide Seiten der Gleichung folgt
direkt i; = i5. Dies ist eine dquivalente Umformung und die Riickrichtung

gilt ebenso.

ad (v) Diese Aussage folgt analog zu Punkt 4 fiir zwei Intervalle mit 10 < i50.
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ad (vi) Seien die Proportionen zweier Intervalle i10, 7,0 gegeben. Wendet man
auf beide den Logarithmus zu einer beliebigen Basis £ € R, an und bildet
den Quotienten, so erhilt man logy(¢(:10)) : logk(¢(i20)). Es gilt dann
nach bekannten Rechenregeln fiir den Logarithmus:

Lloge(6(i10)) : logy(p(i20)) = lOg;O(;;((i]i)O)) 50%25;;((i;;9)>
_ lop00,0)

log2(9(i20))

Def23 loga(2™)

1092(21'2)

—ililg

Damit ist der Proportionssatz bewiesen. O

2.2.4 Transpositionen und Quint-erzeugte Tonsysteme

Eine Transposition ist nach ,The New Grove Dictionary“ [SADIE und TYRRELL
2001] das Notieren oder Spielen von Musik auf einer anderen Tonstufe, als sie ur-
spriinglich notiert war. Dies geschieht durch das Versetzen der Téne um ein vorgege-
benes Intervall. Die extensionale Standardsprache nach Neumaier und Wille [NEU-
MAIER und WILLE 1988] wird jedoch von einer allgemeineren Klasse von Transpo-
sitionen ausgehen, die als (Transpositions-) Abbildungen eingefiihrt werden.

Definition 26 ([voll] i-treu, intervalltreu) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
T = (T,0, P) eine Tonstruktur und seien Ty, Ty C T. Fine Abbildung

a Tl — T2
heifit i-treu, wenn aus 0(t1,ts) = i stets 6(a(ty), a(te)) = i folgt. Sie heifst voll

i-treu, wenn sie i-treu und —i-treu ist. Fine Abbildung o : Ty — Ty wird inter-
valltreu genannt, wenn sie i-treu fir jedes Intervall i € §(T x T') ist.

Nach Definition 26 ist eine Abbildung, die alle Oktaven wieder auf Oktaven abbildet
oktavtreu und eine Abbildung, die alle Primen wieder auf Primen abbildet primtreu.

Fiir andere Intervalle erfolgt die Benennung analog.

Beispiel 21 (i-treu, voll i-treu) Seien T; und Ty zwei Tonstrukturen mit den
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Tonmengen 1) = {d}, fiss, c3,d35,di} und Ty = { fis1, cisl, e3, fis3, fist}. Sei v : Ty —
T, eine Abbildung. Ist ein Tonname ohne Subindex identisch mit einem anderen
Tonnamen, so sind auch die Tonhohen der bezeichneten Tone gleich. Die Indizes
dienen nur zur Unterscheidung der T6ne nach ihrer Position. Die Abbildung o habe
folgende Werte:

t o dy fisy ¢ di o dg
a(t) fisy cis, e; fisp fiss

Eine Représentation von « in einem Notensystem sdhe so aus:
o)

)’ A
y A

B

|l «

AN

o)
7
2

Die oben repriisentierte Abbildung « ist oktavtreu, da &(d},d%) = §(fisl, fis?) gilt
und voll-oktavtreu, da auch §(d3, d}) = d(fis3, fisy). Sie ist primtreu, da §(dj, d}) =
8(fisi, fisy) gilt. Die Abbildung « ist aber beispielsweise nicht groBe-terztreu, da
8(d3, fish) # 0(fis, cisy) ist. [ |

Satz 6 Sei T = (1,9, P) eine Tonstruktur, Ty C T und o : Ty — T eine Abbildung.
Ist « intervalltreu, so ist fir allet € T das Intervall 6(t, a(t)) konstant.

Beweis Sei T = (7,6, P) eine Tonstruktur und sei o : Ty — T mit 7} C T eine

intervalltreue Abbildung. Dann ist « per definitionem i-treu fiir alle i € §(T x T)
und es gilt fiir alle t1,t, € T

tl) = (5((14(t1), Oé(tg)) + (5(0&(t2)7t1)

O

Definition 27 (Versetzungsintervall) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T =
(T, 9, P) eine Tonstruktur und Ty C T. Ist a : Ty — T eine intervalltreue Abbil-
dung zu T, so nennt man das fir alle t € T konstante Intervall 6(t,(t)) = i das
Versetzungsintervall von «.
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Eine noch zu definierende Transposition wird nach lexikalischer Definition minde-
stens den Grundparameter Tonhohe einer Tonstruktur oder eines Tonsystems als
verdnderlich ansehen. Um dem Umstand Rechnung zu tragen, dass manche Grund-
parameter sich beim Transponieren dndern kénnen (zum Beispiel die Klangfarbe),
definiert man den Begriff , Tonh6henunabhéngigkeit zur Umschreibung von unter
Tonhohendnderung konstanten Grundparametern.

Definition 28 (tonhéhenunabhéngig) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei eine
Tonstruktur T = (T,0, P) gegeben. Dann heifit ein Grundparameter p € P ton-
hohenunabhdngig, wenn jede Tonhdohenklasse ber p dieselben Werte hat. Es gilt
dann

p([ti]a,) == {p(tn), p(ti2), p(t13), ... } = {p(ta1), p(ta2), p(t23), - .- } = p([ta]a,)

fir beliebige t1,t € T.

Satz 7 Jeder durch freie Erweiterung einer Tonstruktur hinzukommende Grund-
parameter ist tonhéhenunabhdngig.

Beweis Sei T = (7,6, P) eine Tonstruktur und X eine beliebige Menge. Dann gilt
fiir die Grundparametermenge der freien Erweiterung von 7 um X

Tx ={T x X,dx, Px} und
Py :={p'lp € Px} U {q} mit q((t,z)) := z und p'((¢, )) := p(t).

Dann gilt fiir alle t;,t, € T die Gleichung

q([(t1; 2)]a,) = X = q([(t2, 2)]a,)-

Damit ist ¢ tonh6henunabhéngig. O

Beispiel 22 Tonhohenunabhéingige Parameter nach Satz 7 sind die folgenden, falls
sie durch freie Erweiterung in eine Tonstruktur eingefiithrt werden.

(a) der Tonanfang und Tonende in einem Musikstiick (siehe Bsp. 13),
(b) der Notenwert in einem Notensystem (siehe Bsp. 14) oder

(¢) die Tonnummer in einer Tonfolge (siehe Bsp. 15).
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Ist in einer Tonstruktur T = (7,9, P) eine Tonhohe gegeben, so ist diese im Allge-
meinen nicht tonhohenunabhéngig, da h([ti]a,) # h([t2]a,) fir alle t1,t2 € T mit
h(t1) # h(t2) gilt. Gibt es in der Tonstruktur nur tonhéhengleiche Tone, so ist selbst
die Tonhohe tonhohenunabhingig zu nennen.

Definition 29 (Transposition um ¢) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T =
(T, 9, P) eine Tonstruktur. Eine intervalltreue Abbildung T : Ty — Ty mit Ty, Ty CT
und dem Versetzungintervall i, heifst Transposition um i von T, falls fir alle
tonhohenunabhdngigen Parameter p € P fiir jeden Ton t des Definitionsbereiches
von T die Gleichung p(7(t)) = p(t) gilt.

Beispiel 23 Sei die Tonmenge 77 aus Beispiel 21 gegeben. Folgend dargestellt ist
eine Transposition um das Intervall i = §(d], fis3).

o)
7
y

=

Im {iblichen Sprachgebrauch spriche man von einer Transposition um eine grofie
Terz nach oben. [}

s =

Satz 8 [NEUMAIER und WILLE 1988] Die Hintereinanderausfihrung von Transpo-
sitionen ist wieder eine Transposition.

Beweis Seien 7 und 6 Transpositionen einer Tonstruktur T = (77,0, P) und seien
t1,ty im Definitionsbereich von # o 7 gewéhlt. Dann gilt:

0((0 o7)(tr), (00 7)(t2)) = d(6(7(tr)), 0(7(t2)))

(1(t1),7(t2)) (wegen Intervalltreue von 6)

o
o

= §(t1,t2) (wegen Intervalltreue von 7).

Damit ist auch 6 o 7 intervalltreu. Nun miissen noch die tonhohenunabhingigen
Parameter p € P betrachtet werden. Es gilt fiir alle ¢ aus dem Definitionsbereich
von # o T:

p((B o)1) " ET p(r(e) T (o)
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Also ist # o 7 eine Transposition. O

Beispiel 24 Zur Veranschaulichung dienen zwei Takte von ,,Alle Vigel sind schon
da® in ihrer Urform und nach einer Tranposition 7 um i = §(d, fis).

() 4
7=

:)"%n : y .
s
Nud. . N
- 1
¢ o n

Definition 30 (7;) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,6, P) eine Tonstruk-
tur und © € RO ein beliebiges Intervall. Dann ist genau eine Transpositionsabbil-
dung 7; von T; = {(s,t) € T x T |3t € T mit 6(s,t) = i} nach T gegeben mit
d(s,7i(s)) = i. Dann bezeichnet T; die gréfSte eindeutig definierbare Transpo-
sitton von T mit dem Versetzungsintervall i. Alternativ kann 1; auch durch

7 :={(s,t) € T x T|6(s,t) =1 und fiir allet' € T : §(s,t') =i =t =t}
in Mengenschreibweise notiert werden.

Beispiel 25 Seien die Tonstrukturen 7% = (7%, 6*, P*) und T = (T, 4, P) aus dem
Stiick

t@ﬁo

*) &)

mit 7% = {e3, 2, ad, f3, fi, ed, e, cx} und T = {c3, a, f3, fi, ei, ek} hervorge-
gangen. Es gelte T C T*. Seien 6*(e}, f1) =: i1, 0*(ck, ef) =: iy und §*(f3,e2) =: i3.
Dann gelten

Ty = {(eéuf?)l)v (eévf?}% (eéafi)v (efliuféb}u
Tip = {(f?)lva%)’ (lelaaé)} und
Tig = {}

fiir die Transpositionen um i1, i und i3 von 7J. [ ]

Definition 31 (¢t + 1) Sei T, = (T,,0,, P,) Tonsystem. Ezistiert zu i € RO und

48



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

teT, einseT, miti=Ji(ts), sodefiniert man die Schreibweise

t+1:=s.

Sei T = (T, 4, P), ein Tonsystem. Eine Transposition um ¢ kann als Menge

aufgefasst werden. Falls die auftretenden Transpositionen ausfiihrbar sind, gilt all-
gemein

(t+iy) +ip =t + (i1 +i2),

da Transpositionen nach Satz 8 wieder Transpositionen sind und fiir ¢ € T, und
i1,19 € 0,(T2) auch

Oo(t, (t 4 i1) +d2) = 0o(t, t +i1) + do(t + i1, (t + 11) + i2)
=1+ iy = 8o(t, t + (i1 + ia))

gilt. Diese Schreibweise korrespondiert klassisch mit der Auffassung eines Punkt-
raumes, in dem durch ,Addition* von Intervallen von einem Punkt (Ton) weitere
Punkte (T6ne) erreicht werden kénnen. Es ist zu beachten, dass diese Schreibweise
nur fiir Tonsysteme gilt, da in Tonstrukturen die Operation ,,+ ¢“ nicht wohldefiniert
ist.

Definition 32 (transponierbar) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,4, P)
eine Tonstruktur. Ist fir jedes Intervall i € 6(T x T) die Transposition T; eine
bijektive Abbildung der ganzen Tonmenge T auf sich, so heifit die Tonstruktur T
transponierbar.

Satz 9 [NEUMAIER und WILLE 1988] Fiir transponierbare Tonstrukturen gilt:
(1) Jede Tonstruktur ist Teilstruktur einer transponierbaren Tonstruktur.
(11) Jedes Tonsystem ist Teilstruktur eines transponierbaren Tonsystems.

(111) Jede freie Erweiterung einer transponierbaren Tonstruktur ist wieder trans-
ponierbar.

(iv) Die Intervalle einer transponierbaren Tonstruktur bilden eine abelsche Un-
tergruppe des Groffenbereiches RO.
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Beweis Die einzelnen Punkte konnen folgendermaflen gezeigt werden:

ad (i) Sei T = (7,6, P) Tonstruktur. 1. Fall: T transponierbar. Dann gilt stets

T C T und die Aussage ist erfiillt. 2. Fall: T ist nicht transponierbar. Ziel
ist nun das Erzeugen einer transponierbaren Oberstruktur von J. Dabei
muss 7' um alle Tone erweitert werden, die von T6énen aus T" durch ein-
oder mehrmalige Transposition durch Intervalle aus §(T' x T') erreicht wer-
den konnen. Dazu erfolgt die Konstruktion einer formalen Tonstruktur,
in die T eingebettet werden kann und die Oberstruktur von T ist.

Sei D :={ni|n € Z,i € §(T x T)} das ,Erzeugnis“ der Intervallmenge
§(T x T). Sei weiterhin T := T x D eine Menge von , Ton-Intervall-
Paaren.“ Die Elemente dieser Menge kann man formale Téne nennen
und mit (¢,4) =: t @ i bezeichnen. Es existiert dann eine Einbettung von

T in T mittels
T — Tt (t,o0).

Damit ist fiir jedes ¢ in 7" eine Identifikation mit (¢, 0) gegeben. Man setzt
nun

T:={T,6,P}.

Es stellt sich die Frage nach der Abbildung 0 und den Parametern aus
P. Fir Tone (tl, 0), (tz, O), (tl, il), (tQ, 7/2> eTl gllt

L®I,

L®I,
/
L®o0 8(t,,1,) LGSO

Damit ergibt sich 6(¢, @ 4y, ts @ iy) durch
S : (tl EB il,tg EB 22) — —il -+ 5(t1,t2> + ’ig = (5(t1,t2> - le -+ iQ.

Fiir die Parameter p € P mit jeweiligem Wertebereich W), sei

p:T — W, mit (¢,4) — p(t).
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ad (ii)

ad (ii)

Man setzt dann P := {p|p € P}. Mit der Identifikation (t,0) =t fiir alle
t € T gelten damit auch 6 = d|r und P = P|r. Man zeigt nun, dass fiir
jedes ¢ € D die Abbildung

Ti:T—>T,t®jl—>t@(j+i)

eine Transposition von T um das Versetzungsintervall i ist. Es gilt fiir
j17j2 €D und tl,tQ eT:

O(ri(ts B J1), 7i(ta ® j2)) =0(t1 ® (J1 +17),t2 B (J2 + 1))
ti,ta) — (1 +1) + (Jo + 1)
ti,t2) — g1+ Jo

t1 @ J1,t2 @ Ja)

Bt
o
J
o

Offensichtlich ist 6(t @ o, 7;(t ® 0)) = i. Auferdem gilt = T_i, Womit

7; sogar invertierbar ist. Da 7; auf ganz T definiert ist, gilt 7;(7) = T.
Also ist T transponierbar und es gilt T C 7.

Sei T, = (1y,0,, P,) Tonsystem. Nach (1.) kann eine transponierbare
Oberstruktur T fiir T, erzeugt werden, die jedoch im Allgemeinen kein
Tonsystem sein muss. Bildet man jedoch das zu T gehorige Tonsystem T,
so hat man auf diesem Weg elegant ein transponierbares ,Obersystem*
fiir T, gefunden.

Sei T = (7,9, P) eine transponierbare Tonstruktur und X sei eine belie-
bige Menge. Bildet man die freie Erweiterung von T durch X, so erhélt
man Ty = {T x X,dx, Px}. Dann sind die 7;, die T zu einer transpo-
nierbaren Tonstruktur machen, fiir alle ¢ € 6(T x T') folgendermafien zu
iibertragen:

Tix = {((t, @), (t2,9)) € T x X [5((tr, 2), (t2,9)) = 0(t1, 1) = i}

Dabei ist die Forderung aus Definition 30 zu beachten, dass fiir alle t;, € T
gelten miisse, dass aus §(t1,t,) = i stets t, = to folgt. Die Abbildung
7; x ist eine Transposition, da fiir alle tonhohenunabhéngigen Parameter
p € P und fiir alle (t,x) € T'x X die Gleichung p'(7; x(¢,2)) = p/(t, x) :=
p(t) gilt. Der neu hinzukommende Parameter ¢ € Px ist nach Satz 7
tonhohenunabhéngig und es gilt fiir alle (¢, z) € T'x X, dass ¢(7; x(¢,2)) =
q((t,z)) = x ist. In T ist die Transposition 7; beziiglich Mengeninklusion
maximal. Diese Maximalitiit iibertrégt sich fiir alle i € 6((T x X)?) direkt
auf die Transposition 7; y. Damit ist Tx transponierbar.
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ad (iv) Sei T = (T, 6, P) eine transponierbare Tonstruktur und seien I := §(7" x
T) die Intervalle dieser Tonstruktur. Es ist I Untergruppe von RO zu
zeigen.

(a) o € I. Begrindung: Es gilt 7, = idp € I. Also ist die Prime o in
der Menge der Intervalle enthalten.

(b) i, € I = i+ j € I. Begriindung: Seien i,j € I. Dann existie-
ren 7;, 7;. Daraus folgt, dass auch eine Transposition 7,1; = t; ot;
existiert. Also ist auch ¢+ j € I.

(¢c) i € I = —i € I. Begrindung: Ist i € I, dann existiert eine

Transposition 7; und damit auch eine Transposition 7_; = 7, .

Also ist auch —7 in I enthalten.
Damit ist I als Untergruppe von RO nachgewiesen. 0

Die Menge 6(T x T') einer Tonstruktur T = (7,4, P) ist unabhéngig von einem
bestimmten Groflenbereich eine abelsche Gruppe.

Definition 33 (von X durch [ erzeugt) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
X eine Menge von Tdénen und I eine Menge von Intervallen. Ein transponierbares
Tonsystem T, = (T,,d,, P,) heifit von X durch I erzeugt, falls es als Struktur
die einzige ihrer transponierbaren Teilstrukturen ist, fir die X C T, und I C 6,(T2)
gelten. Es bezeichne

X+1:={t+ilteX,iel}

die Menge der von Ténen aus X durch Intervalle aus I erreichbaren Téne. Die
von I erzeugte Untergruppe des Grifenbereiches RO sei durch (I) bezeichnet. Man
definiert

X+(I)={t+i|lte X,ie ()}

als die Menge der von Ténen aus X durch Intervalle aus (I) erreichbaren Tdne.
Definition 34 (Generatorintervalle) Sei T, = (1,,0,, P,) ein von einer Menge
X C T, und einer Menge I C 5(T?) erzeugtes Tonsystem. Dann heifien die Intervalle

aus I Generatorintervalle.

Es ist stets zwischen additivem und multiplikativem Erzeugnis von I zu unterschei-
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

den. Wenn nichts gegenteiliges gesagt wird, ist das additive Erzeugnis gemeint.

Beispiel 26 Sei T, = (7,,9,, P,) ein Tonsystem mit der Tonmenge
T,={...,A B, H,c,cis,ddis,e,f, fis,g,gis,a,b, h,c*, cis' ,d" ...}
Sei weiterhin
X ={c} CT,und I = {d,(c,g)} C 8,(T?).
Dann gelten

(i) X+TI={c+do(c,g)}={g}
<”) X+<I> :{Cio*éO(cvg)vci1*6O<C79)7C:|:2*50(C,g),}
={...Fcg,d",a" e . . .}

mit den iiblichen Tonbezeichnungen fiir geschlossene Quint-Systeme (siche dazu die
Definitionen 35 und 36). ]

Der folgende Satz 10 und das Korollar 2 lassen sich mit der in Satz 8 eingefiihrten
Notation ¢t &7 auch fiir transponierbare Tonstrukturen zeigen. Diese Beweise werden
im folgenden jedoch nicht aufgefiihrt.

Satz 10 Sei T, = (T,,0,, P,) ein transponierbares Tonsystem. Seien zusditzlich
eine Menge X C T,, eine Intervallmenge I C 6,(T?) und eine Tonmenge X + (I) =
{t+i]t € X,i € (I)} gegeben. Dann ist U = (X + (1), do|x4(1), Polx4(1y) eine
transponierbare Teilstruktur von T,, die von X durch I erzeugt wird. Dabei gelten
die nach Definition 16 tublichen Einschrinkungen von 6, und P,.

Beweis Seien ein transponierbares Tonsystem T, = (75, d,, P,) und zwei Mengen
X CT,und I C §,(T7?) gegeben. Dann sei U := (X + (1), 0| x+(1), Polx+(1))- Der
Beweis lauft in zwei Schritten ab. Zuerst wird gezeigt, dass U eine transponierbare
Teilstruktur von T, ist und danach, dass U von X durch I erzeugt wird.

1. Zu zeigen: U C T, transponierbar.

(a) Man zeigt zuerst X + (I) C T,. Es gelten trivialerweise X C T, und
I C 6,(T?). Damit bleibt (I} C §,(T?) zu zeigen. Da T, transponier-
bar ist, existiert ein 7; fiir alle i € 6,(72). Da in 6,(7T?) auch alle
Vielfachen von Intervallen enthalten sind, existiert ein 7; auch fiir al-
lei € {njl|j € 6,(T?),n € Z}. Also folgt (I) C §,(T?). Da wegen der
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Transponierbarkeit von T, jede ,, Ton-Intervall-Summe* zu einem neuen
Ton fithrt und somit t + §,(t, x) € T, gilt, ist auch X + (I) C T,.

(b) Die Menge P,|x. () ist nach Voraussetzung die Menge der auf X + (I)
eingeschrinkten Tonparameter aus P und kann als

Polxay = {plx+uy |p € P}

geschrieben werden.

(c) Gleiches gilt fiir die Menge 0, |x4(1):
Golx+(1) = {0o(t1, t2) |11, 12 € X + (1)}

Damit gilt U E T,

(d) Wegen der Transponierbarkeit von T, existiert fir alle ¢ € (I) eine
Transposition ;.

Damit ist U transponierbar.

2. Es bleibt noch zu zeigen, dass U von X durch I erzeugt wird. Wie weiter oben
gezeigt, gelten X C T, und I C 6,(T2). Damit bleibt noch zu zeigen, dass es
keine weitere Teilstruktur von U gibt, die von X durch I erzeugt wird. Sei K =
(Tk, 0k, Px) C U transponierbare Teilstruktur von U mit X C Tk und I C
0 (T?). Wegen X C Ty liegen in dx(T%) auch alle Intervalle zwischen Ténen
aus X. Da X transponierbar ist, liegen mit X sédmtliche Tone in Tk, die
von Ténen aus X durch Intervalle aus dx(T%) und somit durch Intervalle
aus [ erreicht werden konnen. Da dies auch alle ganzzahligen Vielfachen der
Intervalle aus I einschlieit, gilt X + (I) C Tk. Dann folgt

Vor.
=X+ () C Tk C X+ ()

:5[( = 50|X+(I> und Py = Po|X+<I)-

Damit ist U = (X + (1), §o| x+(1y, Po|x+(1y) transponierbare Teilstruktur von T,, die
von X durch [ erzeugt wird. O

Korollar 2 [NEUMAIER und WILLE 1988] Die Tonmengen zweier transponierbarer
Tonsysteme T; = (T;, 05, P;) mit i = 1,2, die von X durch I erzeugt werden, lassen
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

sich bijektiv und intervalltreu aufeinander abbilden.

Beweis Dieses Korollar ist trivial, da T; = X + (/) fiir ¢ = 1,2 gilt. Somit kon-
nen sich die beiden Tonsysteme nur in ihren Parametern und der Benennung der
einzelnen Toéne der Tonmengen unterscheiden. Die Tonmengen sind somit bis auf
[somorphie gleich. O

Transponierbare Tonsysteme kénnen durch eine sie erzeugende Intervallmenge [
beschrieben werden. Dabei ist eine Teilstruktur eines transponierbaren Tonsystems
im Allgemeinen nicht transponierbar.

Besonders wichtig fiir die européische Musiktradition sind die von einer sogenannten
,Quinte* erzeugten Tonsysteme. Die Quinte als Intervall kommt durch die Oberténe
z. B. eines Blechblasinstrumentes (siche Bezeichnung 4) aus der Musikpraxis in die
Musiktheorie hinein. Die Quinte ist namlich das Intervall zwischen dem zweiten und
dem dritten Ton einer harmonischen Obertonreihe. Die harmonische Obertonreihe
kann z. B. auf einer Trompete (mit Ausnahme des Grundtones) durch ,,Uberblasen®
erzeugt werden.

Definition 35 (Quinte, Quint-System) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T, =
(T,, 00, P,) ein Tonsystem. Sei O € §,(T?) das Intervall Oktave. Dann heifit ein
Intervall Q € §,(T?) Quinte, falls

7Q > 40 und 5Q < 30 (2.33)

gelten. Fin Quint-System ist definiert als ein transponierbares Tonsystem, das von
einer Menge X = {c} durch eine Menge I = {O,Q} erzeugt wird. Dabei ist ¢ ein
ausgezeichneter Ton und die Menge I enhdlt die Intervalle Oktave und Quinte.

Beispiel 27 Wie man in Abbildung 2.4 sehen kann, hat die zunéchst verschroben
klingende Definition der Quinte durchaus ihren Sinn. Startet man auf der dort zu
sehenden Klaviatur von ¢! (ganz links), so erreicht man nach sieben Quinten ein cis®
und nach vier Oktaven ein ¢®. Nach fiinf Quinten erreicht man ein h® und nach drei
Oktaven hat man ein ¢* erreicht. Damit gilt Aussage (2.33) fiir das der Klaviatur
zugrundeliegende Tonsystem.

Es ist zwischen zwei Arten von Quint-Systemen zu unterscheiden.

Definition 36 (offen, geschlossen) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T, =
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N A\ A A

vV vV VvV vV
1. Oktave 2. Oktave 3. Oktave 4. Oktave
N ~ 7\ ~ 7\ ~ 7\ ~ 7\ ~ 7\ ~~ 7\ ~ 7
1. Quinte 2. Quinte 3. Quinte 4. Quinte 5. Quinte 6. Quinte 7. Quinte

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Quint-Definition

(T,, 60, P,) ein Quint-System. Ist das Intervallverhdiltnis von Quinte Q und Oktave
O —also Q : O — rational, so spricht man von einem geschlossenen Quint-System.
Ist das Verhdltnis Q : O arrational, so spricht man von einem offenen Quint-
System.

Der Unterschied zwischen geschlossenen und offenen Quint-Systemen zeigt sich dar-
an, ob sich der Quintenzirkel schlieft oder nicht. In einem Quintenzirkel werden die
Tone dargestellt, die im Quintabstand erzeugt werden. Schlieffit der Quintenzirkel
sich nicht, was bei offenen Quint-Systemen der Fall ist, so wird er zur Quinten-
Spirale. Beide Situationen sind in Abbildung 2.5 dargestellt?. In den Abbildungen
sind die erzeugten Tone mit den Dur-Tonarten identifiziert, die in Definition 40
vorgestellt werden.

6bl6#
Ges/Fis

Abbildung 2.5: Quintenzirkel und Quintenspirale Quelle: www.wikipedia.de

Beispiel 28 (Offenheit von Quint-Systemen) Unter Einbezug der Intervallpro-
portionen aus Tabelle 2.4 gelten fiir die dort betrachteten Stimmungen die Angaben

4Quellen: http://de.wikipedia.org/wiki/Bild:Quintenzirkeldeluxe.png und http://de.wikipedia.-
org/wiki/Bild:Spiral of_fifths.gif (Stand Januar 2008)
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

in Tabelle 2.5.

’ Quint-System in H p(9Q) \ p(0) \ Q:0 \ System ist ‘
pythag. Stimmung | 3:2 | 2:1 |log2(3:2) ¢ Q offen
reiner  Stimmung || 3:2 | 2:1 | log2(3:2) ¢ Q offen

gleichst. Temperatur 21z | 21 % €qQ geschlossen

Tabelle 2.5: Offenheit von Quint-Systemen

Basierend auf Oktave und Quinte fiihrt man weitere Intervalle in die extensionale
Standardsprache ein.

Definition 37 (Intervalle in Quint-Systemen) Seien die Intervalle Q und O
innerhalb eines Quint-Systems T, = (T,, 00, P,) definiert. Dann werden die in Tabelle
2.6 angegeben Namen vergeben (vgl. auch Beispiel 1).

’ Intervalldefinition ‘ Name ‘
30 —5Q =: Ht | diatonischer Halbton
7Q — 40 =: # | chromatischer Halbton
20 -0 =: Gt Ganzton
40 — 20 =: T3 (grofse) Terz
O —3Q =: T3 (kleine) Terz
O—-9Q=:9, Quarte
8Q — 40 =: T, Tritonus
30 —4Q =: Sy (kleine) Sexte
30 — 0 =: 84 (grofle) Sexte
20 — 29 =: §;7 (kleine) Septime
5Q — 20 =: §,7 (grofse) Septime

Tabelle 2.6: Definitionen verschiedener Intervalle eines Quint-Systems

Beispiel 29 Am Beispiel des Ganztones sei die grundlegende ,, Konstruktion“ von
Intervallen an der Klaviatur in Abbildung 2.6 gezeigt.
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AN J/

+Quinte +Quinte
|Gt|

—Oktave

Abbildung 2.6: Konstruktion eines Ganztones

Zusétzlich zu Quinten kann man auch weitere Intervalle zur Erzeugung spezieller
Tonsysteme nutzen.

Definition 38 (Quint-Terz-System, Quint-Terz-Sept-System) [NEUMAIER
1986] Sei T, = (T,,0,, P,) ein transponierbares Quint-System. Ist T, ein von X =
{c} durch I, = {0,9,T3} erzeugtes Tonsystem, so nennt man es Quint-Terz-
System. Ist T, ein von X = {c} durch I, ={0,Q, T3, 8,7} erzeugtes Tonsystem,
so nennt man es Quint-Terz-Sept-System.

Definition 39 (kanonisch) [NEUMAIER und WILLE 1988] Fin Quint-System
To = (Ty,0,, P,) heifit kanonisch, falls die Proportion der erzeugenden Quinte
Q gleich 3 : 2 ist. Analog heifit ein kanonisches Quint-System mit einer Terz T3
der Proportion 5 : 4 ein kanonisches Quint-Terz-System. Ein kanonisches Quint-
Terz-System mit einer Septime Sy der Proportion 7 : 4 heiffit kanonisches Quint-
Terz-Sept-System.

Beispiel 30 Die pythagoreische Stimmung ist allein auf der reinen Quinte (3 : 2)
aufgebaut und demnach als kanonisches Quint-System zu beschreiben. Sogenannte
reine Stimmungen benutzen nicht nur die reine Quinte, sondern auch andere In-
tervalle reiner Provenienz, wie die reine grofie Terz (5 : 4) oder die Naturseptime
(7 :4). Diese Stimmungen konnen dann als kanonische Quint-Terz- oder kanonische
Quint-Terz-Sept-Systeme aufgefasst werden. Eine Besonderheit ist die mitteltonige
Stimmung, die zwar exakt reine grofle Terzen kennt, jedoch die Quinten um ein
Viertel des syntonischen Kommas verkleinert. Die mittelténige Stimmung liele sich
noch als Quint-Terz-System bezeichnen, obwohl der Ausdruck ,, Terz-System* wohl
besser passte. [ ]

Satz 11  Fiir ein kanonisches Quint-System gelten folgende Aussagen:

(i) Ein kanonisches Quint-System ist ein offenes Quint-System.
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(i1) Alle auf einem kanonischen Quint-System basierenden Systeme sind offen.

Beweis Sei T, = (T,,d,, P,) ein kanonisches Quint-System. Sei ferner Q die Quinte
dieses Systems mit der Proportion 3 : 2 und sei O die Oktave.

ad (1)

ad (ii)

Es ist zu zeigen, dass das Intervallverhéltnis Q : O irrational ist. Es gilt
p(0) =2:1 und p(Q) = 3 : 2. Damit gilt fiir das Intervallverhéltnis nach
Gleichung 2.32

Q:0=10g(3:2):1log(2:1)
_10g2(3:2) loga(2:1)
~ log2(10) " loga(10)
~ loga(3:2)

loga(2:1)

= l0g2(3 : 2) = logz(3) — log2(2) = loga(3) — 1.

Nun ist die Frage, ob logs(3) eine rationale Zahl ist. Man nehme an, es
gebe natiirliche Zahlen a, b die teilerfremd sind und fiir die log»(3) = ¢
gelte. Dann folgt

loga(3) = % = 2092(3) — 9%
= 3 =21 = /20,

Die Zahl v/2¢ wird nur rational, wenn a und b nicht teilerfremd sind, da
sonst stets der irrationale Faktor /2 auftritt. Dies ist aber ein Wider-
spruch zur Voraussetzung, dass a und b teilerfremde natiirliche Zahlen
seien. Also ist Q : O irrational und damit T = (7,6, P) ein offenes kano-
nisches Quint-System.

Da sich das Verhiltnis von Quinte und Oktave nicht dndert, wenn mehr
Generatorintervalle hinzukommen, bleibt ein Quint-System auch nach Er-
weiterung der Generatormenge um weitere Intervalle offen. 0

Mittels der in Beispiel 37 vorkommenden Intervalle Gt und Ht kann man auch einige
Schrittfolgen fiir konkrete Tonleitern festlegen. Dabei steht wieder die Musikpraxis
Pate. Die Tonleitern ,,in Dur® und ,,in Moll“ sind immer noch die wichtigsten ihrer

Art.

Definition 40 (diatonische Dur-/Molltonleiter) [NEUMAIER und WILLE 1988]
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Sei T, = (Ty,0,, P,) ein Quint-System und seien Ganzton Gt und Halbton Ht
definiert. Man nennt eine Tonleiter diatonisch, falls ihre Schrittfolge mit einer
zyklischen Permutation der Schrittfolge

(Gt, Gt, Ht, Gt, Gt, Gt, Ht)

beginnt. Speziell heift eine Tonleiter mit Anfangsschrittfolge
(Gt, Gt, Ht, Gt, Gt, Gt, Ht)

Durtonleiter und eine mit Startfolge
(Gt, Ht, Gt, Gt, Ht, Gt, Gt)

Molltonleiter. Eine t-Durtonleiter heifit eine Durtonleiter, die mit dem Ton
t € T beginnt. Analog fiir die t-Molltonleiter.

Beispiel 31 Zu den diatonischen Tonleitern gehoren nach ABC Musik [ZIEGEN-
RUCKER 1997, S. 118ff] die Modi der mittelalterlichen Musizierpraxis. Diese werden
auch Kirchenténe bzw. Kirchentonarten genannt. Es treten dabei die in Tabelle 2.7
genannten Ht-Gt-Schrittfolgen auf.

Schritt

Modus | Name [ L ]2 ]3[4 ]5 6 |7
Nr. 1 Dorisch Gt | Ht | Gt | Gt | Gt | Ht | Gt
Nr. 2 Hypodorisch Gt | Ht | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt
Nr. 3 Phrygisch Ht | Gt | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt
Nr. 4 | Hypophrygisch || Ht | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt
Nr. 5 Lydisch Gt | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Ht
Nr. 6 Hypolydisch Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt | Ht
Nr. 7 Mixolydisch Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Ht | Gt
Nr. 8 | Hypomixolydisch | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt | Ht | Gt
Nr. 9 Aolisch Gt | Ht | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt
Nr. 10 Hypodéolisch Ht | Gt | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt
Nr. 11 Ionisch Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt | Ht
Nr. 12 Hypoionisch Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Ht | Gt
Nr. 13 Lokrisch Ht | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Gt
Nr. 14 Hypolokrisch Gt | Gt | Gt | Ht | Gt | Gt | Ht

Tabelle 2.7: Schrittfolgen der mittelalterlichen Modi

Wahrend die Modi 1 bis 8 bereits im 10. Jahrhundert bekannt waren und unter
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anderem von Guido von Arezzo® beschrieben wurden, sind die Modi 9 bis 12 durch
neue Entwicklungen in der Musik um 1550 hinzugekommen. Die Modi 13 und 14
haben nie besondere Bedeutung erlangt und sind hier nur der Vollstédndigkeit halber
aufgefithrt. Die mit der Vorsilbe ,,Hypo-“ gekennzeichneten Modi beginnen jeweils
mit dem 5. Schritt ihrer Vorgéngerschrittfolge. Die Namen der Modi leiten sich aus
der griechischen Musiktheorie ab.

Einige in Tabelle 2.7 aufgefiihrten Schrittfolgen sind identisch. Sie gewannen ihre
eindeutige Bezeichnung durch die unterschiedlichen Lagen des Schlusstones ( Finalis)
und des Rezitationstones, auch Tenor genannt, der fiir den Aufbau der Melodie eine
wichtige Rolle spielte. In der Tabelle ist das vom Finalis ausgehende Intervall fett
und das vom Rezitationston ausgehende Intervall kursiv hervorgehoben.

Das Ionische ist der Anfang einer Dur-Tonleiter, im Aolischen findet sich der Beginn
einer Moll-Tonleiter. Aus diesen beiden Modi ist die heutige westliche Dur/Moll-
Tonalitéat hervorgegangen. [ |

Um einen der oben angegebenen Modi zu realisieren, ist es bei einem gegebenen
Tonvorrat moglicherweise notig, einzelne Téne um ein bestimmtes Intervall nach
oben oder unten zu versetzen. Eine solche Méglichkeit der Tonverédnderung findet in
der folgenden Definiton ihren Niederschlag.

Definition 41 (/-Alteration) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T, = (T, 6,, P,)
ein Tonsystem, I C 50(T02) eine Intervallmenge und Ty, Ty C T, zwei Tonmengen.
Dann heift fir alle i € (I) eine Abbildung

G:Ty — Ty mitt—t+1

eine 1-Alteration.

Traditionell werden in einem Quint-System die Namen c, d, e, f, g, a, h, ¢ fiir die mit
der Schrittfolge (Gt, Gt, Ht, Gt, Gt, Gt, Ht) von ¢ aus erreichbaren Tone verwendet.
Diese Belegung nennt man auch die pythagoreische Belequng. Von dieser Basis aus
definiert man die weiteren Tonnamen innerhalb eines Quint-Systems.

Definition 42 (Tonnamen) Sei T, = (T,,6,, P,) ein Quint-System. Sei

N:{C7d7€7f7g7a7h7cl} g710

®Benediktinerménch, Musiktheoretiker und Scholastiker (ca. 992 - 1050 a.D.)
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und sei
(Gt, Gt, Ht, Gt, Gt, Gt, Ht)

die zur Tonfolge (c,d,e, f,g,a,h,c') gehorige Schrittfolge. Definiert man fiir alle
teN,zeZ

t* =t + 20, (2.34)

so ist durch I-Alteration mit dem chromatischen Halbton # die Benennung der T'one
eines Quint-Systems fiir alle z € 7, und alle n € IN durch

[c(is)") =" + n# [c(es)"]? :==c* — n#
[d(is)"]* :=d* + n# [d(es)"]? :=d* — n#
le(is)"]? :=€* + n# le(es)"]? :=e* — n#
)] 1= f* + it Fles)] o= 7 — nit
[9(is)"]* :=g° + n#t [9(es)"]” :=g" — n#
la(is)"] :=a® + n# [a(es)"]? :=a® — n#
[h(is)"]? :=h* + n# [h(es)"]? :=h* — n#

definiert. Dabei sind fiir die Anzahl der addierten oder subtrahierten chromatischen
Halbtone # jeweils dieser Anzahl entsprechend viele is- bzw. es-Suffixe anzuhdn-
gen.

Fiir die Sprechweisen der Tonnamen aus Definition 42 gibt es traditionell einige Be-
sonderheiten. So werden ees als es und aes als as gesprochen. Fiir hes verwendet
man hiufig die Bezeichnung b, wobei h(es)" fiir n > 2 wieder als hes(es)" ™! gespro-
chen wird. Zu diesen Besonderheiten gibt das folgende Beispiel 32 Auskunft.

Beispiel 32 (Tonnamen) In Tabelle 2.8 findet man einige Beispiele fiir die durch
die Tonnamendefinition festgelegten Benennungen und deren traditionelle Sprech-
weisen.

Satz 12 [NEUMAIER und WILLE 1988] Jeder Ton eines Quint-Systems erhdlt genau
dann nur einen Namen, wenn das System offen ist.

Beweis Sei T, = (7,,9,, P,) ein offenes Quint-System und sei Q seine erzeugende
Quinte. Die Tonnamen seien wie in Definition 42 gegeben. Der Tonparameter h €
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Tonname
nach Def. 42 \ ausgeschrieben \ gesprochen

[a(es)!]! a' — 1# as!
[h(es)')? h? — 14 b?
[h(es)?]? h% — 24 heses?
[c(is)"]! ct + 0# ct
[d(is)?]3 d® + 34 disisis®
[e(es)t]? eV — 1# es
[F(is))! f 4o F
lg(es)']~ g7 —1# Ges
[a(is)?] ™3 a= + 2# Aisisg

Tabelle 2.8: Tonnamen und ihre Sprechweisen

P, sei eine Tonhohe. Da das Quint-System offen ist, gilt fiir die Intervalle Q und
O, dass das Intervallverhéltnis Q : O ¢ Q irrational ist. Der Beweis erfolgt durch
Widerspruch. Man nehme dazu an, dass fiir nq,no, € IN und 21, 20 € Z zwei Tone

[t1(is)™]™ und [ta(es)™]* mit t; # to, aber h([t1(is)"']*') = h([ta(is)™?]?)

existieren. Man zeigt, dass dann das Intervallverhéltnis Q : O als rationale Zahl
darstellbar ist. Es gilt fiir geeignete [y, lo, m1, ms € Z und mit [y # Iy, ny # no:

[t1(is)™ ] = [t2(es)™]™

=t m# =2 no#
L+ (79 — 40) = 13 + ny(7Q - 40)
(2.34)

<:> tl + 210 -+ n1(7Q — 40) = tQ + ZQO + n2(7Q — 40)

T 25 L QO + 2,0 + 0y (TQ — 40)
= ¢+ 159 +mo0 + 2,0 + ny(7Q — 40)
— (h—=Ila+7(n—n2)Q=(my—mo+20—21 —4(n2g—mn1))0O
my —mag + 29 — 21 — 4 (ng — my)
li —ly+7(ny —n9)

«— Q:0=
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Da ly,l3,my,ma, 21,20 € Z und ny,ny € N sind, gilt damit Q : O € Q. Das ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung, dass T, ein offenes Quint-System ist. Der Wider-
spruch kam daher, dass angenommen wurde, dass es in 7T, keine eindeutige Tonna-
menzuordnung gebe. Also gibt es eine eindeutige Tonnamenzuordnung in J,. O

Durch Transposition ganzer Tonmengen oder einzelner Téne um beliebige Intervalle
sind Erweiterungen eines Tonsystems oder einer Tonstruktur prinzipiell keine Gren-
zen gesetzt. Allein das menschliche Ohr wird nicht mehr jede beliebige Alteration in
Hohe oder Tiefe wahrnehmen kénnen. Damit erweist es sich als begrenzender Faktor
in der Praxis, nicht jedoch in der Theorie.

2.2.5 Intervallaquivalenzen: Retraktionen und Akzidentien

Aus der alltéglichen Musikpraxis (auch Hausmusik genannt) weifl man, dass die
Tonwahrnehmung nicht nur linear, sondern auch zyklisch erfolgt. Dabei zeigt sich
ihre lineare Komponente in der Unterscheidung von hoheren und tieferen T6nen.
Dieser Aspekt ist in den vorangegangenen Kapiteln betrachtet worden. Der zyklische
Aspekt zeigt sich in wahrgenommenen Ahnlichkeiten von verschiedenen Intervallen
und/oder Kldngen. Die extensionale Standarsprache beschreibt diese Ahnlichkeiten
durch die Einfiithrung der Begriffe Intervalliquivalenz und Tonigkeit.

Definition 43 (/-Aquivalenz, /-Klassen, Tonigkeiten) [NEUMAIER und WILLE
1988] Sei T = (7,9, P) eine Tonstruktur, t1,to € T Tone und I C 6(T x T) eine
Menge von Intervallen. Die Tone ty,ty heiffen I-dquivalent, in Zeichen t1 Ay to,
wenn 0,(t1,t2) € (I) gilt. Die Elemente der Faktormenge Tt := T,/A; heiffen I-
Klassen. Von herausgehobener Bedeutung sind die O-Klassen oder Oktavklassen,
die von der Oktave O erzeugt werden. Diese Klassen nennt man Tonigkeiten.

Fiir die /-Klassen eines Tonsystems verwendet man oft den Namen eines jeweiligen
Représentanten. Insbesondere werden die Tonigkeiten nach den Ténen der diato-
nischen Tonleiter mit ¢, d, e, f, g, a und h bezeichnet. Man sagt dann ,,Ton ¢ hat
Tonigkeit ¢, wenn ¢ in der Klasse [c|a, liegt.

Proposition 2 Die Relation A; aus Definition 43 ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis Sei T = (T,0, P) eine Tonstruktur und I C (T x T') eine Menge von
Intervallen. Es seien t,tq,t9,t3 € T gegeben.

1. Reflexivitit. Es gilt §(¢,t) = 00 = o. Die Prime o ist Element von (I), da fiir
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ein 10 € (I) auch 0%i0 = o in (/) ist. Damit ist 6(¢,¢) € (I) und es gilt ¢ Ay t.

2. Transitivitit. Gelten t; Ay to und to Ay t3, dann gilt 0(tq,t2), 0(ta, t3) € (I).
Da (I) abgeschlossen ist, folgt

1 50

(5(t1,t2) + (5(t2,t3) tl,tg) € <]>

Damit gllt tl A] t3.

3. Symmetrie. Gelte t; Ay to. Also ist d(t1,t2) € (I) und es existiert mit =, € Z
und i), € I, wobei A aus einer endlichen Indexmenge A stammt, eine Summen-
darstellung, das heifit:

O(tr ta) = Y axix => 0(ta, 1) = —6(t1, 1) = »_(—xx)ix € (I)

A€A AEA

Damit gllt tg A[ tl.
Die Relation A; ist somit eine Aquivalenzrelation. O

Wie bei der Tonhohenunabhéngigkeit von Parametern muss man nun auch dar-
iiber nachdenken, welche Parameter eine I-Klassenbildung iiberstehen und welche
nicht.

Definition 44 (/-invariant) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,0, P)
eine Tonstruktur und I C 0(T x T) eine Menge von Intervallen. Ein Tonparameter
p € P heifft [-tnvariant, wenn er fir I-dquivalente Tone stets denselben Wert
annimmdt.

Proposition 3 (Ohne Beweis.) Sei T = (T, P) Tonstruktur.

(i) Ezistiert eine Tonhdhe h der Tonstruktur T, so ist sie Prim-invarianter
Tonparameter.

(i1) Ist T ein offenes Quint-System, so liefert fir einen Ton t € T, die Zu-
ordnung t* +— t nach Definition 42 ein Beispiel fiir einen oktavinvarianten

Tonparameter und damit eine alternative Charakterisierung der Tonigkeit
aus Definition 43.

(ii) Fasst man die Tonigkeit tiber die kanonische Projektion t — [t|a, als Ton-
parameter auf, so ist dieser Parameter {O, o}-invariant.
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Definition 45 (/-Retraktion) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,9, P)
Tonstruktur, I C (T x T) und sei p € P mit p : T — T ein I-invarianter
Tonparameter. Wenn fir alle t € T der Parameterwert p(t) € T ist und t Ar p(t)
gilt, heifst p 1-Retraktion.

Mit einer Retraktion beschreibt man im Allgemeinen eine ,Verkiirzung* oder eine
y,Schrumpfung®. Durch eine I-Retraktion werden die Klassen der /-invarianten Téne
auf ein einziges Element der Tonmenge verkiirzt und koénnen fortan durch dieses
repréasentiert werden. Teilte man die Intervallmenge einer Tonstruktur in Klassen
ein, so kénnte man durch eine Retraktion beziiglich dieser Klassen ein vollstandiges
Reprisentantensystem fiir die Tonstruktur konstruieren. Die Annahme der Existenz
von Retraktionen ist daher dquivalent zum Auswahlaxiom.

Definition 46 (/-Akzidens) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,9, P)
Tonstruktur, I C 6(T x T) und sei ¢ € P ein Tonparameter mit ¢ : T — W,,
und einem Wertebereich W,. Dann heifst ¢ I-Akzidens, wenn es zu jedem Wert
w € q(T) in jeder I-Klasse genau einen Ton t € T mit q(t) = w gibt.

Unter einem Akzidens (Pl.: Akzidentien) versteht man laut Duden [DUDEN 1997]
etwas ,,Hinzukommendes®. Im Kontext von Definition 46 bedeutet dies, dass durch
das Hinzukommen des Akzidens ¢ den I-Klassen jeweils ein Reihe gleicher g-Werte
zugewiesen werden. Damit werden sie ,von auflen* charakterisiert. Die Retraktion
war im Gegensatz dazu eine Charakterisierung ,,von innen“, da die Klassen durch
ein Element ihrer selbst reprasentiert werden.

In offenen Quint- und daraus abgeleiteten Systemen kann es zum Phénomen der
Kommata kommen. Dies sind kleine Abweichungen von den eigentlich angestreb-
ten ganzzahligen Intervallverhéltnissen. Diese kleinen Intervallunterschiede sind fast
nicht zu horen und kénnen fiir einen kleinen Tonvorrat oftmals ignoriert werden. Al-
lerdings summieren sich die Kommata bei mehrmaligem Hintereinanderspielen von
Intervallen auf, so dass sie auch fiir den Laien horbar werden. Um den Umgang mit
diesen tiickischen Fehlern wird es im Kapitel 2.2.7 gehen. Zunéchst ist es jedoch das
Ziel, auch den Tonen eines offenen Quint-Terz- und denen eines offenen Quint-Terz-
Sept-Systems Tonnamen zuzuordnen. Dies wird hier noch besprochen werden.

Definition 47 (Kommata) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T, = (75, d,, P,)
ein offenes Quint-Terz-Sept-System. Dann gelten folgende Benennungen:

(1) Das Intervall ky := 4Q — 20 — T3 heifst syntonisches Komma,
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(11) das Intervall ke := 20 — 2Q — 87 heifit septimales Komma und
(11i) das Intervall ks :== 12Q — 70 heifit pythagoreisches Komma.

Das pythagoreische Komma wird fiir die Namenszuordnung an dieser Stelle nicht
gebraucht. Es steht hier nur der Vollstdndigkeit halber und wird im Kapitel 2.2.7
seine Rolle spielen.

Beispiel 33 Die in Definition 47 aufgefiihrten Kommata werden in Tabelle 2.9
fiir einige unterschiedliche Stimmungen in Cent-Schreibweise aufgefiithrt. Zum Ver-
gleich ist auch die jeweilige Grofle des Kommas in der gleichstufigen Temperatur
angegeben.

’ Komma H pythag. St. ‘ reine St. ‘ gleichst. Temp. ‘ mit kanon. Sept. ‘

syntonisch 0.0000 21.5063 0.0000 21.5063
septimal 0.0000 0.0000 0.0000 27.2641
pythagoreisch 23.4600 23.4600 0.0000 23.4600

Tabelle 2.9: Kommata von verschiedenen Stimmungen in Cent

Beispiel 34 Offene Quint-Terz-Systeme nach Definition 47 konnen in mehrdimen-
sionalen Intervallgittern dargestellt werden. Das gezeigte Intervallgitter ist dem Buch
,» Tonbeziehungen“ von Martin Vogel [VOGEL 1975, S. 102] entnommen und zeigt das
Tonnetz der reinen Terzen und groflen Quinten, ohne Beachtung der Oktavdimensi-
on. Mit Definition 43 spricht man daher auch von einem ,, Tonigkeitsnetz®.

Beispiel 35 (Retraktion und Akzidens) [NEUMAIER und WILLE 1988] In einem
kanonischen Quint-Terz-Sept-System T, = (15, d,, P,) gibt es folgende Standardbei-
spiele:

(i) Die Abbildung p : T'— T mit t*(z1, z2) +— t%(0,0) ist eine {ky, ko }-Retrak-
tion.

(ii) Die Abbildung g : T'— §(T' x T') mit t*(z1, z2) — d(t*(0,0),t%(21, 22)) ist ein
{k1, ko }-Akzidens.
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a2 —e2—n2— fis 2 —cis2 —gis 2 — dis 2 — ais 2 — eis 2 — his~2 - fisis~?

fl—ectl—gl'—dgt—agtl—et—nt— fist —cis~! —dis™! — ais™?

des® — as® — es” B0 1 0 q° d° a® el ho
hesest! - festt — cestt — gest™ — destt — qstl — estl — pHl — fH1 — 1 — gt

2 2 2
geses™? desest™ asas™ - esest? hesest? fes™ — cest? — ges™ — dest2 — qst2 — est2

Abbildung 2.7: Das Tonigkeitsnetz der reinen groflen Terzen und reinen Quinten

(iii) Durch (p + q)(t) = p(t) + q(t) = t7(0,0) + 6(¢*(0,0),t*(z1, 22)) ist eine
Tonhohe p + ¢ des Tonsystems gegeben. [ ]

Der folgende Satz gilt auch fiir transponierbare Tonstrukturen. Der zugehorige Be-
weis ist jedoch nur in der Sprache der Tonsysteme angegeben (siehe Notation aus
Definition 31).

Satz 13 [NEUMAIER und WILLE 1988] In einem transponierbaren Tonsystem T, =
(Ty, 00, P,) erhdlt man zu jeder I-Retraktion p € P, durch die Definition q(t) =
do(p(t),t) ein I-Akzidens q, wobei stets

(p+q)(t) == p(t) +q(t) (2.35)

eine Tonhohe des Tonsystems ist.

Beweis Sei T, = (T, d,, P,) ein transponierbares Tonsystem und seien eine Menge
I C 6,(T?) und eine I-Retraktion p : T, — T, gegeben. Man definiere ¢(t) :=
do(p(t),t) und (p + q)(t) = p(t) +q(t).

1. q ist I-Akzidens. Die Abbildung q : T, — 6,(T?),t — 6,(p(t),t) ist ein Tonpa-
rameter, da sie auf T, definiert ist. Es ist zu zeigen, dass fiir alle w € ¢(7,) in
jeder I-Klasse T,/ A genau ein t existiert, sodass ¢(t) = w gilt. Die Retraktion
p(t) ist definitionsgemaf konstant auf allen Elementen einer /-Klasse. Aufer-
dem sind Urbild ¢ und Bild p(t) wieder I-dquivalent. Man zeigt zunéchst fiir
jede I-Klasse und fiir ein beliebiges w € ¢(T,) die Existenz mindestens eines
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Tones ¢t € T,/Ar mit q(t) = d,(p(t),t) =: w. Sei also w € ¢q(T,) gegeben. Da
p(t) € [t]a, ist, existiert auch ein Intervall w = ¢(t) = d,(p(t),t) € (). Nun ist
noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien zwei Tone tq,ty € T, mit t; A; t, und
t1 # to gegeben und gelte q(t1) = q(ty) =: w. Dann gilt

( ) = 5o(p(t1)7tl) = Q<t2) = 5o(p(t2)at2)

PeL. g =" p(t1), p(tse), t1, ty sind [-Aquivalent. (2.36)

Damit gilt

g(t1) = gqlts) S 5,(plt1), 1) = 6o(p(t2), 1)

P 5, (p(t1), 1) = So(p(tr), 1)

Kor 1
<t = ta.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung t; # t5. Daher gilt, dass t;
und 5 gleich sind.

. (p + q) ist Tonhihe. Seien ty,ty € T, gegeben mit (p + q)(t1) = (p + q)(t2).
Dann gilt

(p+9)(t) = (0+ a)(t) EZp(t1) + (1) = plts) + q(t2)
=) + 8o(p(t), 1) = plt2) + 6o(p(ts), t2)
é$5@<> 1) = 8o(plta), 1)
(tl,tg) =00=o0

Somit ist (p + ¢) eine Tonhohe des Tonsystems. O

Im Kommenden ist jeweils 0.B.d.A. allein von den Tonnamen mit (es) die Rede, was
jedoch nur der Vereinfachung dient und die Tonnamen auf (is) keineswegs diskrimi-
nieren soll.

Definition 48 (Stammton, diatonische Tonstufe, Vorzeichen, kanonische
Oktav-Retraktion, Oktavlage) Sei T, = (1,,0,, P,) ein Quint-System und sei
durch t; = [t(es)"|* € T, der Name eines beliebigen Tones gegeben. Dann definiert
man folgendes:
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(1) Eine {O,#}-Retraktion ps mit
[t(es)"]* = [t(es)")" =1t

heifst Stammton von t;.

(i1) Eine {#}-Retraktion ps mit
[t(es)"]" — [t(es)")" =17
heifit diatonische Tonstufe. Das zu py gehorige {#}-Akzidens qq mit
[t(es)"]" = do([t(es) )", [t(es)"]*) = 0o(t*, [t(es)"])
nennt man Vorzeichen.
(i1i) Die {O}-Retraktion po mit
[t(es)"]" = [t(es)"]" = t(es)"
heifst kanonische Oktav-Retraktion. Das zugehirige Akzidens qo mit
[t(es)"]" = do([t(es)"]", [t(es)"]") = do(t(es)", [t(es)"]")

heifst Oktavlage.

Durch die in Definition 48 angegebenen I-Retraktionen werden jeweils bestimmte
durch Intervalle aus I verursachte Tonunterschiede ,eingeebnet®. Durch die Akzi-
dentien werden dann wieder neue Unterschiede hervorgehoben. Dabei ist es falsch,
zueinander gehorige Retraktionen und Akzidentien als komplementére Funktionen
in dem Sinne anzusehen, dass Akzidentien eine Retraktion wieder riickgdngig mach-
ten. Es ist vielmehr richtig, dass zu einer gegebenen Retraktion, die auf eine Menge
von Tonen fithrt, in kanonischer Weise ein Akzidens existiert, das die Intervalle
zwischen den urspriinglichen und den retraktierten Tonen erzeugt. Dadurch ist die
Moglichkeit gegeben, vom retraktierten Ton wieder zum Ausgangston zu gelangen,
nicht aber der Weg zum Ausgangston schon beschritten.

Satz 14 Sei T, = (T,,0,, P,) ein offenes Quint-System. Dann gelten fiir allet € T,
die Gleichungen

t = Stammton(t) + Vorzeichen(t) + Oktavlage(t) (2.37)
Tonstufe(t) = Stammton(t) + Oktavlage(t). (2.38)

70



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

Beweis Sei T, = (7,,d,, P,) ein offenes Quint-System und sei t; = [t(es)"]* € T,
mit n € IN und z € Z beliebig gegeben. Fiir Formel (2.37) schreibt man auch
t =ps(t) + qa(t) + qo(t). Dann gilt

po(ty) + qa(ts) + qo(t:) "= Jt(e )] <[t<es>°1°,[t< 5)"°)

Fiir Formel (2.38) schreibt man auch py(t) = ps(t) 4+ qo(t). Dann gilt

pa(ts) = pa([t(es)"]") *=" [t(es)*)* = #*

und weiterhin

ps(ty) + qolts) V=" [t(es)°)° + 6, ([t(es)™)°, [t(es)"])

= [t(es)]" + du([t(es)"]", [t(es)"]")

Del. 31 [t(es)0)? = t*

—~
~

Der Zusammenhang (x) gilt, da sich die Tone [t(es)°]° und [t(es)?]* sowie [t(es)"]°

und [t(es)"]? jeweils um z Oktaven unterscheiden. Damit ist die Gleichung

0o([t(es)"]", [t(es)"]") = do([t(es)°]", [t(es)")) (= 20)

erfiillt und der Satz gezeigt. O

Satz 14 gilt mit entsprechender Erweiterung der Notation fiir die Kommata k; und
ko auch fiir Quint-Terz- und Quint-Terz-Sept-Systeme.

2.2.6 Klange, Harmonien und deren Formen

In Opernkritiken liest man oft von ,,wunderbaren Klédngen“ oder von einem ,,Schwel-
gen in herrlichen Harmonien“. Abgesehen von den qualifizierenden und in aller Regel
subjektiven Adjektiven stellt sich doch die Frage, wie man Klang und Harmonie be-
grifflich voneinander abgrenzen kann. Der néchste Schritt ist dann die Formulierung
von Vergleichskriterien fiir verschiedene Harmonien und verschiedene Kliange.
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Definition 49 (Klang, n-Klang) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei ein Ton-
system T, = (T,,0,, P,) gegeben. Dann heifit eine Menge K C T, ein Klang
des Tonsystems T,. Gilt |K| = n mitn € N, so heifft K auch ein n-Klang.
Fiir eine Tonstruktur T = (T,0, P) ist ein Klang fir eine Menge K C T als ei-
ne Untermenge K, := K/A, der Tonmenge des zu T gehorigen Tonsystems de-
finiert. Jeder Tonmenge X C T ldsst sich mittels des Grundparameters Tonhd-
he h des zugehorigen Tonsystems der Klang h(X) C T, zuordnen. Dabei wird

hMX):={teT,|h(t) =h(t,) fir eint, € X} definiert.

Definition 50 (Stammklang, Stammakkord) [NEUMAIER und WILLE 1988|
Sei T, = (T,,9,, P,) ein Tonsystem. Der Stammklang eines Klanges K C T, ist
definiert als die Menge der Stammtine von K:

Stammklang(K) := {Stammton(k) | k € K}.
Fiir einen Klang K C T, heifst die Menge
Stammakkord(K) := { Tonstufe(k) | k € K}

der diatonischen Tonstufen von K Stammakkord.

Durch den Stammklang oder den Stammakkord kann beispielsweise das Konstruk-
tionsprinzip eines Klanges untersucht werden. So ist mittels der extensionalen Stan-
dardsprache auch eine Anndherung an die Intensionen méglich, die etwa ein Kom-
ponist in einem Musikstiick verarbeitet hat.

Beispiel 36 Sei T, = (7,,d,, P,) Tonsystem mit
T,={...,hc" cist,d" dis',e', f, fis', g', gis',a',b' W', 2 cis® d* ... }

Tonmenge in Repréasentantenschreibweise. Beispiele fiir verschiedene n-Klinge und
ihre Stammklénge und Stammakkorde finden sich in Tabelle 2.10. [ |

Definition 51 (I-Charakter) [NEUMAIER und WILLE 1988 Sei T, = (T, d,, P,)
ein Tonsystem. Dann ist fir einen Klang K von T, die I-Klasse [K|a, = {[t]a, |t €
K} der I-Charakter von K.

Beispiel 37 In Tabelle 2.11 sind zwei Beispiele fiir Quint- und Oktavcharaktere zu
finden. [ ]

Definition 52 (Harmonie, n-Harmonie) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
To = (T,, 00, P,) Tonsystem, K C T, ein Klang. Dann heifst der Oktavcharakter des
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Klang || K, = {c', e’ g'} | Ko ={e',c* es?, g°} | K3 = {cis', gis", ¢, es}

Stammkl. Sk, ={c,e g} Sk, ={c, e, g} Sk, ={c,e g}

Stammakk. | Ax, = {c',e',¢'} | Ak, = {e',* €%, ¢*°} | Ak, = {c!, ¢', 2 e?}

Tabelle 2.10: Verschiedene n-Kldnge mit ihren Stammkléngen und Stammakkorden

Klanges K, also [K|a,, Harmonie des Klanges. Gilt |[K]a,| = n, so heifit [K]a
n-Harmonze.

[G]

Der Oktavcharakter eines n-Klanges K ist im Allgemeinen keine n-Harmonie. Es
ist etwa K = {c, f,c'} 3-Klang, die zugehérige Harmonie [K]a, = {[c]a,,[[]ae }
jedoch ,nur* eine 2-Harmonie.

Fiir die Unterscheidung unterschiedlicher Klédnge oder verschiedener Harmonien bie-
tet sich der Begriff der ,,Form“ an.

Definition 53 (Form, Formgleichheit) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T =
(T, 6, P) eine Tonstruktur und seien X,Y zwei Tonmengen aus T. Man sagt dann,
die Mengen X und Y haben gleiche Form, falls die eine durch Transposition auf
die andere abbildbar ist. Dies gilt genau dann, wenn ein 7 : X — Y existiert, so
dass 7(X) =Y gilt. Sind X undY formgleich, so schreibt man dafir X ® Y. Dabei
ist © mit

XOY = iecdTxT):n(X)=Y

eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Tonmengen. Unter einer Form versteht
man die kanonische Abbildung, die einer Tonmenge X C T ihre Aquivalenzklasse
[(X|o zuordnet.

Beispiel 38 Die folgenden zwei Versionen von ,,Alle Vigel sind schon da“ haben
gleiche Form, da die erste auf die zweite mittels Versetzungsintervall ,Quinte Q“
abbildbar ist.
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: <
Klang K4 = {Clael7glad7s27f2’a2}
O-Charakter [K4]Ao = {[Cl]Aoa [el]on [gl]Aoa [diSQ]Ag)? [f2]Ao7 [CLQ]AO}
Q-Charakter [Ka)ag = {[cY)ag, €' ag, [dis?] ag, [[H a0 }

be

Klang KSZ{b>f1>b17f2ab2}
O-Charakter [KS]AO = {[b}Aou [fl]Ao}

Q-Charakter || [Ksla, = {[b]ag, [0']ag, [0*ag} = {[fag: [f*]ag, [0%]ag }

Tabelle 2.11: Verschiedene n-Kldnge mit ihren Quint- und Oktavcharakteren

9 ﬁu. % N

y (W £ I / L 4
(L = ) 5 ) PeC C

oJ : '
Al- le Vo6- gel sind schon da, al- le V6- gel al- le.
-
@) N
bt = ;

d |4
Al- le V6- gel sind schon da, al- le V6- gel al- le.

Die dazugehorige Tonstruktur T = (7', §, P) ist

(gl gl 12 g1 2 1 1 1 1 el gl 1 gl
T= {flla fisy, ag, dy, hs, dg, hy, ag, gg, ayg, fisyy, diy, €13, dug
v

=:X

1 2 2 2 g2 2 g2 2 2 2 .2 1 31 1
ay, cisy, €3, ay, fiss, ag, fisy, €, dg, €19, €511, Gry, g, alg}-

—y
Die Mengen X und Y sind formgleich, da es die Transposition

7: X — Y mit t — 7(t), mit (¢, 7(t)) = Q
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

gibt, so dass 7(X) = Y ist. Optisch ldsst sich die Formgleichheit besonders gut
nachvollziehen, da die beiden Tonfolgen in ihren Schritten parallel verlaufen.

J.-UMMJJ--UJJJ%
J.meﬁmﬂfu

Al- le Vo6- gel sind schon da, al- le Vo6- gel al- le.

Wiirde man nur einen Teil des Tonstruktur transponieren, z. B. nur den ersten Takt,
so wére die Formgleichheit von X und Y nicht mehr gegeben. [ |

Mit Def. 53 lassen sich nun die Formen von Klédngen und Harmonien definieren.

Definition 54 (Klangform, n-Klangform) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
T, = (T,,0,, P,) ein Tonsystem. Dann h@ij}en die Aquivalenzklassen |-|¢ Klangfor-
men. Fir einen n-Klang K heifit die Aquivalenzklasse [Kle n-Klangform.

Beispiel 39 Sei T = (T, 0, P) die Tonstruktur aus Beispiel 38 und T, = (7, d,, P,)
das zugehorige Tonsystem. Fiir die ersten beiden Takte von ,,Alle Vogel sind schon
da“ ergibt sich in Représentantenschreibweise der 5-Klang

K ={d", fis', a*, d*, h'} C T,.
Die zugehérige 5-Klangform ist dann in 7, gegeben durch

[K]Q = {{dla fq;gl’ CL17 d27 h1}7 {ala CiSQ, 627 CL2, .ﬁSQ}} ]

Alle n-Klénge konnen in leicht einzusehender Weise als steigende Tonfolgen an-
geordnet werden. Dadurch wird es moglich, jede n-Klangform durch Schrittfolgen
steigender Tonfolgen zu beschreiben.

Beispiel 40 Der 5-Klang und die 5-Klangform aus Beispiel 39 lassen sich beschrei-
ben durch die steigende Tonfolge (d!, fis', a', d?, h') und durch die Schrittfolge

[5(d", fis), 8(fis', ab), d(a', d?), (a2, hY)). .

Durch einige einfache Zusammenhénge lésst sich fiir ein Tonsystem T, = (7, ,, P,)
eine Ordnungsrelation auf der Menge der Klangformen 272/ ® angeben.
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Lemma 1 Sei T, = (7,,0,, FP,) ein Tonsystem und seien X,Y,Z C T, Klénge
dieses Tonsystems. Dann gelten fiir die Aquivalenzrelation ® der Klangformen die
folgenden Aussagen:

(A1.0) XCYPX = X=Y (2.39)
(All) XPYCX=X=Y (2.40)
(420) XCY®Z=3X :XdX' CZ (2.41)

Beweis Seien X,Y, 7 C T, gegeben.

1. (A1.0): Gelten X CY und Y ® X. Dann folgt trivialerweise | X| = |Y| und
aus X C Y die Aussage X =Y.

2. (A1.1): Gelte X ® Y C X. Dann folgt wie oben |X| = |Y| und darauf dann
mit Y C X die Aussage X =Y.

3. (A2.0): Seien X C Y und Y & Z gegeben. Es folgt dann konstruktiv, dass
eine Transposition 7 : Y — T, von T, existiert mit 7(Y) = Z. Dann folgt aus
X C Y, dass auch 7(X) C 7(Y) gilt. Damit gilt auch 7(X) C Z und somit
7(X) ® X.

Damit sind alle oben angebenen Aussagen bewiesen. O

Fiir die folgende Aussage ben6tigt man noch eine weitere Begriffsbildung. Eine binére
Relation p auf einer Menge M heif3t Ordnung, falls sie reflexiv (z p z fir alle x € M),
transitiv (d.h. x p y und y p z impliziert stets x p z) und antisymmetrisch ist (d.h.
x pyund y p z impliziert bereits z = y).

Satz 15 Se: T, = (1,,0,, P,) ein Tonsystem. Dann ist auf den Klangformen dieses
Tonsystems durch

[X]@ <& [Y]@ <~—=3X e [X]q) :X’QY (242)
= IX XX CY (2.43)

mit <g eine Ordnung auf der Menge der Klangformen 2%/ ® erklirt.

Beweis Es ist zu zeigen, dass ® C (272 /®)? eine Ordnungsrelation ist. Seien dazu
die Klangformen [X]g, [Y]s, [Z]s € 27°/® gegeben.

1. Reflexivitdt. Sei X € T, gegeben. Dann gelten trivialerweise X ® X und X C X
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

und dann mit Charakterisierung (2.43) auch [X]o <o [X]s.

. Transitivitat. Seien XY, Z C T, gegeben mit [X]¢ < [Y]e und [Y]e <o [Z]s.
Dann folgen mit (2.43)

Es gibt ein X' mit X ® X’ CY und (2.44)
es gibt ein Y mit Y @Y’ C Z. (2.45)

Dann gilt auch X’ CY ® Y’ und weiter

C3xr. x' o x"CY (2.46)
@é) X'®X'CZ (2.47)
YW xoxrcy (2.48)
2 (X]o <o [Z]o. (2.49)

. Antisymmetrie. Seien X, Y C T, gegeben mit [X]¢o <g [Y]e und [Y]e <o [X]s.
Dann folgen mit (2.43):

AX X & X' CY und (2.50)
WYY CX (2.51)

Dann gilt auch
XX ' CYPY' CX (2.52)

und es existiert ein X” so dass gilt:

) x ¢ x" C v (2.53)
(5 ¥ ¢ X" C X (wegen X" CY' C X) (2.54)
C2 X — X" und somit X C Y’ (2.55)
2% X — v’ und mit (2.53) auch X' = X (2.56)
2% x CY @ X und mit (2.39) auch X =Y (2.57)
— [X]o = [Y]o. (2.58)
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Damit ist die Ordnungsrelation <4 als solche nachgewiesen. O

Mit Satz 15 ist eine weitgehend universell einsetzbare Charakteristik fiir Ordnungen
auf Formen etabliert worden.

Eine besondere Klasse von Abbildungen sind diejenigen, die zwar die Toéne auf ei-
ne andere Tonstufe setzen, jedoch die Eigenschaft I-Aquivalenz von Toénen nicht
beriihren.

Definition 55 (I-zuléssig) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (T4, P) Ton-
struktur mit Ty, Ty C T Tonmengen und I C 6(T x T) einer Menge von Intervallen.
Fine Abbildung o : Ty — Ty heifit I-zuldssig, wenn sie I-dquivalente Tone wieder
auf I-dquivalente Tdone abbildet. Sie induziert dann eine Abbildung oy, die I-Klassen
wieder auf I-Klassen abbildet.

Satz 16 Transpositionen sind stets I-zuldssig.

Beweis Sei T = (7,6, P) eine Tonstruktur, I C §(7'xT') eine Menge von Intervallen
und sei die Abbildung 7 : " — T mit ¢ +— t + i eine Transposition um ¢ € §(7" x 7).
Seien dariiber hinaus t{,ty € T' [-dquivalent. Dann folgt

— tlA[tQ und 5(t1,t2) € <[>

Eine Transposition ist geméfl der Definition 29 eine intervalltreue Abbildung aus T’
nach T'. Also folgt

— O(t1, 1) = 8(7(t1), 7(t2))
— 5(7(t1), 7(t2)) € (I) und 7(t) A7 (ts).

Zuséatzlich wird durch 7 eine Abbildung 7; in folgender Weise induziert:

71 T1/Ar — Ty /Ar mit [t]a, = [7(t)]a,
Damit sind Transpositionen [-zuléssig und es kann auch die Form fiir Harmonien
angegeben werden. O

Definition 56 (Harmonie-, n-Harmonieform) [NEUMAIER und WILLE 1988]

Sei T = (T,6, P) eine Tonstruktur und I eine Menge von Intervallen aus T. Gibt es
in dieser Tonstruktur zu zwei Mengen X := X/A; CT/ArundY =Y /A CT/A;
eine Transposition T mit 77(X) =Y, so haben diese Mengen gemdj$ Definition 53
gleiche Form und man schreibt X ®; Y. Ist T ein Tonsystem, so heifst die Form
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2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

einer Harmonie, also des Oktavcharakters eines Klanges K CT" Harmonieform
und die Form einer n-Harmonie n-Harmonieform.

Harmonieformen sind als Untersuchungsgegenstéinde in der Musik von zentraler Be-
deutung. Daher ist es gut, dass man das Ordnungsprinzip aus Satz 15 auch auf
Harmonieformen anwenden kann und analog eine Ordnung <g, auf der Menge der
Harmonieformen erhélt.

Beispiel 41 Sei ein Tonsystem T, = (7, d,, P,) mit iiblicher Benennung der T6ne
gegeben. Mit c, e, g € T, beschreibt die Harmonieform

[{[C]on [e]Ao, [Q]Ao H

den Begriff Durdreiklang. Fiir a,c,e € T, steht die Harmonieform

Pyt

[{ [a]Ao ) [C]Ao ) [G]AO }] Dy

fiir den Begrift Molldreiklang. Es sind auch ,speziellere* Harmonieformen moglich.
Zum Beispiel beschreibt die Harmonieform

{l9)aes [Plag, [dag}] s

einen G-Dur-Dreiklang. [ |

0]

Die Abbildung 2.8 soll die Zusammenhénge von Ténen, Klingen, Harmonien und der
zugehorigen Formen in einem Tonsystem T, = (75, 9,, P,) darstellen. Man definiert
noch zusétzlich fiir zwei Klange X, Y eines Tonsystems die Harmoniegleichheit iiber
eine Relation :

Interessant ist in diesem Fall besonders, dass die Menge der Harmonieformen iiber
zwei verschiedene Wege charakterisiert werden kann. Sowohl der Weg iiber die Klang-
formen, wie auch der Gang iiber die Harmonien bringen ans Ziel. Dabei ist der Uber-
gang zu den Harmonieformen auf beiden Wegen nicht trivial, was der Leser gerne
einmal selbst nachpriifen moge.

Definition 57 (Unterharmonieform, Oberharmonieform) [WILLE 1979] Sei-
en Fy, Fy Harmonieformen eines Tonsystems T, = (T,,0,, P,). Es heifst F; Unter-
harmonzieform von Fy beziehungsweise Fy Oberharmonieform von F), wenn
K, € Fy, Ky € Fy emistieren, so dass K1 C Ky gilt. Man schreibt dann Fy < F.
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Tone Klange Klangformen
teT, K € 2% (Ko € 27°/®
Ag Ap

[tla, € T,/ Ao [K]a, € 27e/R0 [K]ova € 27/ ® vV Q

Tonigkeiten Harmonien Harmonieformen
Abbildung 2.8: Von Ténen zu Harmonieformen

Mit dieser Definition kénnen auch die Harmonieformen ganz einfach geordnet wer-
den, was aber an dieser Stelle nicht mehr ausgefiihrt werden soll.

2.2.7 Stimmungen und Temperaturen

Als Stimmung bezeichnet man nach dem Lexikon ,ABC Musik" [ZIEGENRUCKER
1997] ,,das Berechnen und Festlegen exakter Tonhohen, bezogen auf ein Tonsystem.*
Das Riemann-Musiklexikon beschreibt sie als ,,theoretische und praktische Festle-
gung von absoluten und relativen Tonhohen.“ Dies ist in besonderer Weise fiir das
Zusammenspiel von Instrumenten, das gemeinsame Singen und das Singen zu Musik
von Bedeutung. Stimmungen gehen meist von einem absolut gesetzten Ton aus, den
man Kammerton® nennt. Von diesem Kammerton hiingen die andern Tone relativ

ab.
Definition 58 (Stimmung) [NEUMAIER und WILLE 1988] Seien T = (7,0, P)
eine Tonstruktur und T, = (T,,d,, P,) ein Tonsystem. Man nennt allgemein eine

Abbildung 0 : T — T, von einer Tonstruktur in ein Tonsystem eine Stimmung.

Eine Stimmung ist also allgemein eine Projektion von einer Tonstruktur in ein Ton-

6 Auf einer Konferenz in London wurde im Jahr 1939 der Kammerton als a' mit einer Frequenz
von 440 Hz bei einer Temperatur von 20° Celsius festgesetzt (siehe [ZIEGENRUCKER 1997], §9).
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system. Dieser Schritt vollzieht sich etwa beim Abspielen einer in Notenschrift vor-
liegenden Tonstruktur. Wird sie auf einem Instrument gespielt, so erklingt sie in
dem Tonsystem, das durch den Spieler und sein Instrument determiniert wird. Im
groferen Zusammenhang eines Orchesters muss durch eine Stimmung sichergestellt
sein, dass alle Musiker in ,,demselben” Tonsystem spielen.

In der Praxis wird der folgenden Begriff Temperatur oft mit dem Begrift Stimmung
identifiziert. Dies stimmt aber nur in so weit, wie eine Temperatur stets eine Stim-
mung ist. Die Umkehrung ist in der hier beschriebenen Theorie im Allgemeinen
falsch. Im Riemann-Musiklexikon findet man die Temperatur als , Regelung der fiir
die musikalische Praxis unvermeidlichen Abweichungen von der akustischen Reinheit
der Intervalle.“ Damit kann eine Stimmung also auf eine Temperatur angewiesen sein,
um gespielt werden zu konnen.

Definition 59 (/-Temperatur) [NEUMAIER und WILLE 1988] Seien T = (T, 9, P)
eine Tonstruktur und T, = (T,,d,, P,) ein Tonsystem. Sei I C (T xT') und sei eine
Stimmung 0 : T — T, gegeben, die nicht intervalltreu ist und die zwei Tonen genau
dann den gleichen Ton zuordnet, wenn sie I-dquivalent sind. Eine solche Stimmung
0 heifst I-Temperatur.

In der Musikpraxis werden dabei nach Wille und Neumaier [NEUMAIER und WILLE
1988, S. 15] ,;solche Stimmungen [und Temperaturen] angestrebt, die die Oktave und
andere 'wichtige’ Intervalle 'gut’ approximieren®. Die meisten Temperaturen seien
dabei oktavtreu. Es sei auflerdem anzumerken, dass Temperaturen dann besonders
gut approximierten, wenn die Intervallmenge I aus ,,unwichtigen* und kleinen Inter-
vallen bestehe.

Definition 60 (pythagoreische Stimmung) [NEUMAIER und WILLE 1988] Die
{k1}-Retraktion des kanonischen Quint-Terz-Systems auf das kanonische Quint-
System und die {ky, ks}-Retraktion des kanonischen Quint-Terz-Sept-Systems auf
das kanonische Quint-System heiffen pythagoreische Stimmung.

Satz 17 Die pythagoreische Stimmung ist eine {ky}- bzw. {k1, ko }-Temperatur.

Beweis Sei ein kanonisches Quint-Terz-System T; = (77, 41, P;) und ein kanonisches
Quint-System Ty = (T3, 92, Py) gegeben. Sei mit 6 : T, — T, weiterhin eine {k; }-
Retraktion gegeben, fiir die mit Tonnamen ¢t und z, z; € Z sowie n € IN

0: T, — Ty mit [t(es)"]*(z1,0) — [t(es)"]?(0,0)

. S (. J
g g

=:t1 =:t2
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gilt. Es gilt T1 3 T5. Fiir 2y # 0 gilt damit

d(t1,ta2) = 0([t(es)")*(21,0), [t(es)")(0,0)) = z1 # o, aber
0(0(11), 0(t2)) = d([t(es)"]7(0,0), [t(es)"]*(0,0)) = o.

Damit ist § nicht intervalltreu. Sei nun t, := [t(es)”]?'(2},0) mit 2,2} € Z und
n’ € N und Tonnamen #'. Dann ist noch

5(9(t1),9(t2)) =01 Akl to
zu zeigen.

5(9(t1), 0(152)) =0 <— H(tl) = 9(252)
= 0t —n#H + 20 + 21k1) = 0(t' —n'# + 2O + 21 k1)
e t—n#F+20=t —n'#+ 270
Ty = =2
< (5(t1,t2) = (Zi — Zl)l{il
>t Ay, o

Der Beweis fiir das kanonische Quint-Terz-Sept-System verlauft analog. Damit ist
die pythagoreische Stimmung eine Temperatur. O

Ruft man sich eine Klaviatur vor Augen, so sind die heute gebréauchlichsten Stim-
mungen zwolfstufig und im Falle des Klavieres zwolfstufige Temperaturen.

Definition 61 (zwolfstufige Temperaturen) [NEUMAIER und WILLE 1988§]
Oktavtreue {ko}-Temperaturen des kanonischen Quint-Systems, oktavtreue {ko, k1 }-
Temperaturen des kanonischen Quint-Terz-Systems und oktavtreue {ko, k1, ko }-Tem-
peraturen des kanonischen Quint-Terz-Sept-Systems heiflen zwolfstufige Tempe-
raturen.

Satz 18 Sei T, = (1,,6,, P,) ein Quint-Terz-Sept-System. Dann gibt es in diesem
System genau zwolf {O, ko, k1, ko }-Klassen.

Beweis Dies ist trivial, da die Tone eines Quint-Terz-Sept-Systems durch eine
{O, k’o, k'l, k:g}—Retraktion

p: T — T mit [t(es)*]* (2o, 21, 22) — t(es)?

auf ihre Stammtone plus Vorzeichen reduziert werden. Damit kommt man direkt

82



2.2 Explikation musiktheoretischer Begriffe und deren Anwendung

zu den zwolf Tonigkeiten der chromatischen Tonleiter. Man hat ndmlich bis auf
Isomorphie bei zwolf Halbtonen (#) pro Oktave auch nur noch ebensoviele Namens-
moglichkeiten. O

Die Notation einer zwolfstufigen Temperatur wird innerhalb des gebréauchlichen No-
tensystems auf 35 Stufen eingeschrankt. Damit stehen Notationen fiir einfache und
doppelte Hoch- und Tiefalteration der sieben diatonischen Stufen zur Verfiigung.

Eine Temperatur verdndert die vorhandenen Intervalle einer Tonstruktur bzw. eines
Tonsystems. Diese Verdnderung ist technisch messbar, aber oft auch horbar.

Definition 62 (Fehler) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,0, P) eine
Tonstruktur und T, = (T,,0,, P,) das zugehorige Tonsystem. Sei in 6 : T — T, eine
Temperatur gegeben. Dann definiert man den Fehler beziiglich 6 als

eo(t) = 8(t — 0(1)).

Mit Hilfe des Fehlers kann man die heute meist gebréuchlichen ,, gleichméfiigen® Stim-
mungen bzw. Temperaturen beschreiben. Fiir eine Quantifizierung der entstehenden
Fehler bei verschiedenen Oktaveinteilungen siehe Vogel [VOGEL 1975, S. 470f].

Definition 63 (gleichméflige Stimmungen) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei
T = (T,9, P) Tonstruktur. Gilt fir eine Stimmung 0 fiir beliebige t; € T mit i €
{1,2,3,4}

O(t1,t2) = d(t3, ta) = 0(0(t1),0(t2)) = 6(0(t3),0(ts)),

so nennt man 6 gleichmdflige Stimmung.

Beispiel 42 Die meist fiir Klaviere genutzte zwolfstufige Temperatur ist eine gleich-
méafige Stimmung. Solche Klaviere sind bar der verschiedenen Charakteristika unter-
schiedlicher Tonarten. Zwischen zwei benachbarten Ténen (hier: Tasten) liegt dann
stets ein Intervall der Grole 100 Cent. [ |

Definition 64 (mutierend) [NEUMAIER und WILLE 1988] Sei T = (7,4, P) eine
Tonstruktur und h € P eine Tonhohe. Eine Stimmung bzw. Temperatur 0 bzgl. T
heifft mutierend, falls ty,ty € T mit h(t1) = h(ty) existieren, fir die 6(t1) # 0(tz)
gilt.
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2 FEine extensionale Standardsprache der Musiktheorie

Mutierende Stimmungen bilden mindestens zwei gleichhohe T6éne auf unterschied-
lich ab. Das Prinzip der mutierenden Stimmung wird im Instrument MUTABOR
angewandt, kann aber an dieser Stelle nicht weiter erldutert werden. Im folgenden
Kapitel soll stattdessen ein kategorientheoretischer Ansatz fiir die Untersuchung von
Tonsystemen diskutiert werden.

84



3 Tonsysteme als Kategorien

Im folgenden Kapitel wird die Betrachtung von Tonsystemen auf der Ebene der Kate-
gorientheorie fortgesetzt. Dazu wird eine kurze Einfiithrung in die Kategorientheorie
gegeben, um dann Tonsysteme als Kategorien zu formulieren. Der letztfolgende Ab-
schnitt wird sich mit einer durch Morphismen zwischen Tonstrukturen induzierten
Abbildung zwischen Ton-Kategorien befassen.

3.1 Grundlagen der Kategorientheorie

Kategorientheorie beschéftigt sich in abstraktem Rahmen mit beliebigen Objekten
und Morphismen zwischen diesen Objekten, wobei sie nur geringe Voraussetzungen
an deren Beschaffenheit stellt. Objekte werden nicht mittels Relationen in einen
Zusammenhang gebracht, sondern durch Morphismen und ,, Abbildungen® zwischen
Kategorien ,,verglichen“. Durch diesen Ansatz ist es insbesondere moglich, verschie-
dene mathematische Konzepte ohne grofie Miihe in Gebiete zu iiberfiithren, fiir die
sie originér gar nicht entwickelt wurden.

Kategorientheorie im Zusammenhang mit Tonsystemen ist hauptséchlich auf den
Vergleich von transponierbaren Tonstrukturen bzw. Tonsystemen hin ausgerichtet.
Dieses Buch fithrt Grundbegriffe der Kategorientheorie nach Pumpliin [PUMPLUN
1999] ein und richtet sich weitgehend nach seinen Bezeichnungen. Pumpliin vertritt
einen covarianten Standpunkt. Unter dem im folgenden verwandten Begriff einer
,Klasse“ versteckt sich eine Verallgemeinerung des bekannten Begriffs ,Menge“. Fiir
das Verstédndnis geniigt es meist, sich einfach dort eine Menge vorzustellen, wo der
Begriff , Klasse* auftaucht.

Definition 65 (partielle Multiplikation) [PumMpPLUN 1999] Sei K eine Klasse
und D C K x K. Unter einer partiellen Multiplikation auf K versteht man eine
Abbildung x : D — K. Wenn fiir zwei Elemente f,g aus K das Paar (f,g) € D
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3 'Tonsysteme als Kategorien

ist, so schreibt man

frg:=x((f9)) (3.1)

und nennt f x g das Produkt von f und g. Fiir eine Klasse mit einer partiellen
Multiplikation (K,x*) schreibt man auch kurz K. Man sagt ,f * g existiert oder
Wf * g ist definiert” genau dann, wenn (f,g) € D ist.

Definition 66 (Einheit) [PuMPLUN 1999] Sei K eine Klasse mit einer parti-
ellen Multiplikation x. Ein Element e € K heifst Einheit beziiglich der partiellen
Multiplikation, wenn die folgenden Aussagen gelten:

(1) Ist f € K und f *e definiert, so ist fxe = f. (3.
(1) Ist f € K und ex f definiert, so ist ex f = f. (3.3)

w N
~—

Das folgende Korollar ist mit Definition 66 leicht einzusehen.

Korollar 3 [PUMPLUN 1999] Sei K eine Klasse mit einer partiellen Multiplikation.
Sind ey, es € K Einheiten und ist ey x eg definiert, dann gilt e; = es.

In einer Klasse mit partieller Multiplikation muss das Produkt zweier Einheiten im
Allgemeinen nicht existieren. Daher kann es viele verschiedene Einheiten geben.

Definition 67 (Kategorie) [PUMPLUN 1999] Eine Klasse K mit einer partiellen
Multiplikation, die die folgenden Bedingungen erfillt, heifst Kategorie.

(K1) Fir alle f,g,h € K st (f x g) *x h genau dann definiert, wenn f x (g * h)
definiert ist. Ist eines der beiden Produkte definiert, so gilt

(fxg)xh=fx(gxh). (Assoziativitait) (3.4)

(K2) Fir alle f,g,h € K gilt: Sind f*g und g*h definiert, so ist auch (f*g)*h
definiert (Transitivitat).

(K3) Fiir jedes f € K gibt es Einheiten x,y € K, so dass fxx und y* f definiert
sind.

Wegen Gleichung (3.4) schreibt man statt f * (g x h) bzw. (f * g) * h auch einfach
fxgxh.
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3.1 Grundlagen der Kategorientheorie

Beispiel 43 Als Beispiele fiir Kategorien bieten sich an:
(a) die Klasse aller Gruppen-Homomorphismen mit Verkettung (Bez. Grp),

(b) die Klasse aller stetigen Abbildungen zwischen topologischen Raumen (Bez.
Top)

(c) oder die Klasse aller Abbildungen zwischen Mengen (Bez. Me). n

Proposition 4 [PumMPLUN 1999] In einer Kategorie K gibt es zu jedem [ € K
genau eine Finheit x, so dass x x f definiert ist, und genau eine Finheit y, so dass
f *y definiert ist.

Beweis Sei K eine Kategorie. Dann existieren die gewiinschten Einheiten nach
Definition 67. Damit bleibt nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien y,y’ € K
Einheiten in der Kategorie K und seien f*y und f*y’ definiert. Mit f*y’ ist wegen
f = f*yauch (f xy)*y definiert und damit nach Gleichung (3.4) auch fx (y*1/).
Da dann auch y * 3/ definiert ist, folgt nach Korollar 3 die Gleichheit von y und 7/.
Der Nachweis der Eindeutigkeit von x erfolgt analog. O

Definition 68 (Bereich, Cobereich) [PUMPLUN 1999] Sei K eine Kategorie.
Fir f € K seien z,y € K die durch f nach Proposition 4 eindeutig bestimmten
Einheiten. Man setzt

Ber(f) .=z, Cob(f) =y (3.5)

und nennt Ber(f) den Bereich von f und Cob(f) den Cobereich von f. Der
Zusammenhang (3.5) lasst sich auch in kiirzerer Form durch

z Loy (3.6)

darstellen.

In der Schreibweise (3.6) ldsst sich bereits der fiir Tonstrukturen und Tonsysteme
wichtige Zusammenhang ,man gelangt von Ton x mittels Intervall f zu Ton y“
erkennen. Definitorisch wird nun noch zwischen den Objekten unterschieden, die
Einheiten sind und denen, die keine sind.

Definition 69 (Objekte, Morphismen) [PumMpPLUN 1999] Die Elemente einer
Kategorie K nennt man Morphismen und bezeichnet sie mit Mor(K). Die Ein-
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3 'Tonsysteme als Kategorien

heiten einer Kategorie K heiffen Objekte. Man bezeichnet mit
Obj(K) := {x € K |z Einheit}

die Objektklasse der Kategorie K.

Mit Definition 69 ist eine Doppelbedeutung fiir Objekte festgelegt, da diese sowohl
Morphismen, als auch Objekte sind. Musikalisch hat man es mit ,, Intervalltonpaaren*
zu tun, von denen manche herausstechen, da sie ,,Primtonpaare” sind und mit den
Tonen aus der Tonmenge, also den Objekten, identifiziert werden konnen. Damit
sind Objekte musiktheoretisch interpretiert ,, gleichzeitig“ Tone und Intervalle.

Beispiel 44 Die Objekte und Morphismen (Mor(K)) zu den Kategorien aus Bei-
spiel 43 sind:

(a) Mor(Grp) = Grp, Obj(Grp) = {idg | G Gruppe}

(b) Mor(Top) = Top, Obj(Top) = {idx | X topologischer Raum}

(c) Mor(Me) = Me, Obj(Me) = {idy | M Menge} ]
Fiir die Charakterisierung von Kategorien werden folgende Begriffe erklért:
Definition 70 (klein, diskret) [PUMPLUN 1999] Sei K eine Kategorie.

(i) K heifst klein, wenn K eine Menge ist.
(11) K heifit diskret, wenn K = Obj(K) ist.

Wichtig fiir mathematische Untersuchungen sind stets strukturerhaltende Abbildun-
gen, welche fiir Kategorien als ,,Funktoren* eingefithrt werden.

Definition 71 (covarianter Funktor) [PumMpPLUN 1999] Seien K und L Kate-
gorien. Eine Zuordnung F' : K — L heifst covarianter Funktor, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:

(1) Fiir alle u,v € K gilt: Ist uxv definiert, dann ist F(u) % F'(v) in L definiert
und es gilt F(uxv) = F(u) x F(v).

(i1) Das Bild des Funktors beziiglich der Objekte aus K ist Untermenge der Ob-
jekte von L: F(Obj(K)) C Obj(L).
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3.2 'Tonsysteme in kategorieller Darstellung

Damit erfiillen covariante Funktoren die klassischerweise an homomorphe Abbildun-
gen gestellten Bedingungen.

Beispiel 45 (covariante Funktoren) Die folgenden Beispiele finden sich bei Pum-
pliin [PuMPLUN 1999, S. 31f].

(a) Ordnet man jedem Objekt von Grp — also den Gruppen selbst und den Grup-
penhomomorphismen — die zugrundeliegende Mengenabbildung zu, so erhéalt
man den sogenannten Vergissfunktor

Grp v Me.

Der Name kommt daher, dass F), die Gruppenstruktur und die Eigenschaften
von Gruppenhomomorphismen, Produkte zu erhalten ,vergisst®.

(b) Ist PB(X) die Potenzmenge einer Menge X und X L5V eine Mengenabbil-
dung, so definiert man

fir A € P(X) durch
PBU(A) = f(A) = {f(a)a € A}.

Damit ist Me —~ Me ein covarianter Funktor, der sogenannte Potenzmen-
genfunktor. [ |

3.2 Tonsysteme in kategorieller Darstellung

Um Tonsysteme als Kategorien formulieren zu kénnen, sind noch einige Vorarbei-
ten notig. Dazu wird zunéchst der Begriff der algebraischen Tonstruktur geprigt,
auf dessen Grundlage Tonstrukturgraphen erklirt werden, die die Intervallstruktur
einer Tonstruktur beziehungsweise eines Tonsystems abbilden kénnen. Mit Hilfe der
Tonstrukturgraphen kénnen dann Tonsysteme kategoriell formuliert werden.

Definition 72 (algebraische Tonstruktur) FEin Tripel T4 := (T, 9,D) bestehend

aus einer Menge T, einem Monoid D = (D, *p, 1p) und einer Abbildung § : T X
T — D nennt man algebraische Tonstruktur, falls gilt:
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3 'Tonsysteme als Kategorien

(i) Es ist §(r,s) *p 0(s,t) = o(r,t) fir alle r,s,t € T.
(ii) Fir alle s € T gilt §(s,s) = 1p.

Zu einer jherkémmlichen* Tonstruktur T = (77,6, P) mit GroéBenbereich RO gehort
die algebraische Tonstruktur T4 := (7, d,D) mit D := (RO, +, 0).

Definition 73 (Morphismen zwischen algebraischen Tonstrukturen) Seien
‘TX) = (T, 5@ DO fiiri = 1,2 zwei algebraische Tonstrukturen. Dann nennt man
das Paar o := (o, ap) mit

ap : TW — 73
ap : DY — DO

und apdV(s,t) = 8 (ars, art) fir alle s,t € T einen Morphismus zwischen
algebraischen Tonstrukturen.

Um die Intervallstruktur besser modellieren zu kénnen, sind noch einige zusétzliche
Definitionen notwendig.

Definition 74 (gerichteter Graph) Ein gerichteter Graph ist definiert als ein
geordnetes Quadrupel G := (V, E,o,T) einer Menge V' von Knoten (engl. vertices),
einer Menge E von Kanten (engl. edges) sowie zweier Abbildungen o, 7 € VE.

Die Bezeichnung o steht allgemein fiir einen Startpunkt (engl. source) und die Be-
zeichnung 7 allgemein fiir einen Zielpunkt (engl. target). Die Wahl dieser Bezeich-
nungen wird in der néchsten Definition klarer.

Definition 75 (Tonstrukturgraph) Sei T4 = (T,0,D) eine algebraische Ton-
struktur. Definiert man

E:={(p,0(p.9).9)|p,qg €T} (3.7)
und zwei Abbildungen o und T mit

o:E— T mit (p,6(p.q),q) —p (3.8)
T E—T mit (p,d(p,q),q) — ¢ (3.9

so nennt man GT := (T, E,0,T) einen Tonstrukturgraph. Zu jeder algebraischen
Tonstruktur T gibt es somit einen zugehorigen Tonstrukturgraphen G7.
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3.2 'Tonsysteme in kategorieller Darstellung

Tonstrukturgraphen sind im Allgemeinen einfache gerichtete Graphen. Sind zwischen
zwei Knoten in den folgenden Beispielen eine Kante vom ersten zum zweiten Knoten
und eine Kante vom zweiten zum ersten Knoten vorhanden, so werden diese der
Ubersichtlichkeit halber als Doppelpfeile dargestellt.

Beispiel 46 Sei T die Tonstruktur aus Beispiel 10 und sei T4 die zugehorige
algebraische Tonstruktur mit der Menge

T:= {clv Qsz, f37 .f47 €5, 66}-

Dann ergibt sich fiir T4 ein Tonstrukturgraph wie in Abbildung 3.1.

Guresedd
PN
SEAPO
Co—m5

Abbildung 3.1: Tonstrukturgraph zu T4

Fiir das zu T gehorige Tonsystem T, und die darauf basierende algebraische Ton-
struktur T, 4 ergibt sich ein Tonstrukturgraph gemé&f Abbildung 3.2.

Qs
[ X]
CaRLe

Abbildung 3.2: Tonstrukturgraph zu T, 4
[ |

Definition 76 (Domain) Sei G = (V, E, 0, 1) ein gerichteter Graph. Die Menge
Dom(G) :={(e, f) € E*|1e = o f} (3.10)

heifft Domain (dt. Domdne oder Herrschaftsgebiet).
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3 'Tonsysteme als Kategorien

Die Domain eines gerichteten Graphen bezeichnet die Menge derjenigen Kantenpaa-
re, die {iber einen gemeinsamen Knoten miteinander verbunden sind. In der katego-
riellen Sichtweise bedeutet dies, dass die Domain die Menge derjenigen Pfeilpaare
(e, f) ist, fir welche der Endpunkt 7e des ersten Pfeiles mit dem Anfangspunkt o f
des zweiten Pfeiles iibereinstimmt.

Beispiel 47 Sei T4 die algebraische Tonstruktur aus Beispiel 46. Dann gilt GT4 =
(T, E,o0,7) und es folgt:

Dom(GTa) = {[(t1,d(t1, 1), t2), (t2,0(ta, t3),t3)] € § | t1,t2,t3 € T}
= {[(01,5(61,01),61), (Cb(s(Cl?Cl)aCl)]v [(0175(01701)761)7 (0175(017a2)7a2)]7
cey [(66,5(66,66),66), (86,5(66, 66),66)]}

Damit hat die Domain von G7 4 offensichtlich 64 Elemente. [ |

Der Begrift Domain ist die Grundlage fiir die nun folgende Definition der Tonka-
tegorie. Er gibt ndmlich musiktheoretisch gesprochen an, welche Intervalltonpaare
man hintereinander spielen kann. Damit ist ein direktes Aneinanderhéngen von In-
tervalltonpaaren gemeint.

Definition 77 (Tonkategorie) Sei T4 = (T,0,D) eine algebraische Tonstruktur
und GT 4 = (T, E,0,7) der zugehdrige gerichtete Tonstrukturgraph. Dann heifit das
Tripel GT 4 = (GT 4, *,1d) fir alle p,q,r,t € T mit

* 1 Dom(GTa) — E, ((p,0(p,q),q),(q,0(q,7),7)) = (p,d(p,7),7) (3.11)
id: T — E, t—(t, 6(t,t), t) = (¢, 1p, t) (3.12)

eine Tonkategorie.

Wie man leicht einsieht, ist die Tonkategorie aus Definition 77 tatséchlich eine Ka-
tegorie. Es handelt sich um eine kleine Kategorie, da GT4 eine Menge ist. Die Ver-
kniipfung * erfiillt Assoziativitdt und Transitivitidt aufgrund der Eigenschaften der
Intervalladdition auf D. Zu jedem Morphismus der Tonkategorie existieren Einhei-
ten, ndmlich die Identitéts- bzw. Primmorphismen aus id.

Wie man bereits gesehen hat, ist es in einer Tonstruktur nicht unbedingt eindeutig
bestimmt, bei welchem Ton man in einem bestimmten Intervallabstand ,landet®.
Da dies bei Tonsystemen gegeben ist, kann die Tonkategorie fiir Tonsysteme auch
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3.2 'Tonsysteme in kategorieller Darstellung

formal vereinfacht dargestellt werden durch die Abbildungen

7)) s (¢,00(q;7))) = (p,00(p, 7))

x: Dom(GT,4) — E, ((p,0,(p,q)),
)= (t,1p).

id: T, — E, t— (t,0,(t,1)

Hier wird jedoch die intuitivere erste Variante bevorzugt.

Beispiel 48 Sei T4, = ({¢, a, f, e}, d,, D) die zweite algebraische Tonstruktur aus
Beispiel 46 und GT4, = (T, E, 0, 7) der zugehorige Tonstrukturgraph. Dann gilt fir
die Abbildungen * und id der Tonkategorie GT 4, = (GT 4,0, *,1d) in Relationen-
schreibweise:

* :{ [[(c, do(c,c),e), (¢,0,(c, ), ), [e,d(c, c),cH,
(@ d0(a £), £) s (f.00(f€),e)] s [a, o(ase) €] ], ...
) [[(e, do(e,e),€), (e,d0(e,€),e)l, e, do(e,e), €] } }
id ={lc, (¢, do(c,¢),0)], [a, (a,do(a,a),a)l,
Lfs (f500(f5 1), )], e, (e, 80(e; €), €)]}

Die Objekte einer Tonkategorie sind Elemente von id, die Morphismen Elemente
von k. ]

Zwischen der bisherigen vektoriellen und der nun vorgestellten kategoriellen Sicht-
weise von Intervallstrukturen gibt es entscheidende Unterschiede. Beide Sichtweisen
sind in Abbildung 3.3 graphisch dargestellt. Pfeile bzw. Morphismen in kategorieller

q q

SW N:N) (p,S@,qV \q,ﬁ(q,r),r)

> >
r 4 >

p 6(p, r) r p (p,8(p,r),r) r

Abbildung 3.3: Intervallstrukturen in vektorieller und kategorieller Darstellung

Darstellung tragen die Informationen iiber ihr Anfangs- und ihr Zielobjekt mit sich.
Diese werden im , Intervalltupel* direkt angegeben. Ein Vektor triagt diese Informa-
tion nicht mehr mit sich. Er ist zwar durch Start- und Zielpunkt erzeugt, ,,vergisst
seine Frzeuger aber wieder und kann danach auch an andere Punkte ,angesetzt®
werden.
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3 'Tonsysteme als Kategorien

Die Konsequenz daraus ist, dass man in Kategorien nicht mehr von spezifischen
Objekten reden miisste, sondern einfach nur Morphismenpfeile betrachtet. Diesen
Standpunkt vertritt ja gerade Pumpliin [PUMPLUN 1999]. Fiir die Besonderheiten
der Tonkategorie ist es jedoch sinnvoll, diesen Unterschied aufrecht zu erhalten, da
man dann von Toénen und Intervalltonpaaren sprechen kann und es schafft, einen
Ton als Objekt von einem Primtonpaar als Morphismus und Intervalltonpaar zu
unterscheiden.

3.3 Induzierte Funktoren zwischen Tonkategorien

Zum Schluss des Buches soll ein durch Morphismen zwischen algebraischen Ton-
strukturen induzierter Funktor zwischen Tonkategorien vorgestellt werden. Da die
Intervallstrukturen algebraischer Tonstrukturen {iber einfache gerichtete Graphen
modelliert werden und auch die Tonkategorie darauf fult, werden dafiir ,Graphen-
morphismen® hinzugezogen.

Definition 78 (Graphenmorphismus) Seien G = (V@ E® o0 76y mit § =
1,2 gerichtete Graphen. Fin Graphenmorphismus ist ein Abbildungspaar

O = (Oy, Pg) mit by =V 5 VA ypd &p .= B — EO,

wenn fir allee € K
(i) PyoWe=cPdge und (3.13)
(i) PyrWe=7Pdge. (3.14)

gelten.

Damit wird eine Kante eines Graphen durch einen Graphenmorphismus ¢ wieder
auf eine Kante abgebildet, wobei die Anfangs- und Endknoten der Ur-Kante auch
wieder auf die Anfangs- und Endknoten der Bildkante fallen. Lax ausgedriickt soll
also ,im Bild-Graphen immer noch zusammenhéngen, was auch im Ur-Graphen
zusammenhéngt®. In der graphischen Darstellung sieht dies folgendermaflen aus:

Damit ist auch klar, dass zwei Kanten, die als Paar in der Domain eines Graphen
liegen, durch einen Graphenmorphismus wieder in der Domain des Bildgraphen lie-
gen.
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wD(e) @, (1(De)

e 0] _ D (e)

6(1)(6) d)v(c(l)e)

Abbildung 3.4: Graphenmorphismus ®

Nun wird die Frage betrachtet, ob durch Morphismen zwischen algebraischen Ton-
strukturen auch Morphismen bzw. covariante Funktoren zwischen den zugehorigen
Tonkategorien induziert sind. Dass dies der Fall ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 19 Seien ‘J'X) = (TW, 6O, D) mit i = 1,2 algebraische Tonstrukturen und
sei ein Morphismus o := (ar,ap) zwischen ‘TS) und 7542) definiert durch

7MW 2L, @) (Abbildung)
DW 22, p® (Monoidhomomorphismus).

)

Seien zusdtzlich die zu den ‘.TX gehorenden Tonkategorien
GTY = (GTD «@ 4dDy mit GTO = (7D ED 5O @)

in dblicher Weise gegeben. Dann ist ein Graphenmorphismus von GTY nach GT®
gegeben durch a = (ap,ap) mit

T ot T(Q)7 t — apt

ED 22, EO (1 5D(p, ), q) — (arp, 6 (arp, arq), arg).

Es ist sogar ﬂ(l) A, ﬂ@) ein covarianter Funktor zwischen den Tonkategorien

@(1) und @'(1)'

Beweis Seien (f,g) € Dom(GTW) mit f = (p,8(p,q),q) und g = (q,8(q,7),7).
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Dann gilt

ap(f*" g) =ap((p, 6" (p,q),q) * (¢,6V(q,7), 7))
PET A (p, 0 (p,q) ¥V 6 (g, 1), 7)
= (arp, ap(0W(p, q) "V 6 (g, 7)), arr)
= (arp, 6@ (arp, arq) * @ 5@ (arq, arr)), arr)
= (arp, 8 (arp, arq), arq) *® (arq, % (arq, arr)), arr)
= ap(p, 0" (p,q), ) ** an(g, 8V (g, 7)), 7)

= apf " apg

(
2)(

Sei nun x € Obj(GTW) Dann gilt mit (z, 6" (z, z),2) € EW:

ap(idy) = ap(z, 6V (z,z),2) = (arz, 8P (arx, arz), arr) = ida,q
Damit ist @& ein covarianter Funktor. O
Man stellt sich nun die Frage, ob in d&hnlicher Weise von einem Funktor ® zwischen

Tonkategorien auf Morphismen zwischen algebraischen Tonstrukturen geschlossen
werden kann.

Seien dazu zwei Tonkategorien GTW = ((T®, ED ¢® @) @ d®) fiir i = 1,2
gegeben und sei ¢ = (Py,Pp) ein Funktor zwischen diesen. Dann hat man die
Morphismen

TO 2V, 7@ it ¢ Syt

[ .
E® 22 E® mit (p, 6V (p,q),q) — P(p,d(p,q),q)

gegeben.

Gesucht ist ein Abbildungpaar o = (ar, ap). Aus ®y ldsst sich auf eine Abbildung
ar auf Ebene der Tonmengen der zugrundeliegenden algebraischen Tonstrukturen
schlieBen. Fiir ein e = (p, 6V (p, q),q) € EW gilt:

(I)E'6 = ((I)Vpa 5(2)(¢Vp7 q)VQ)v q)VQ) (315)

Man konnte nun

apdM(p,q) == 6P (Pyp, Py q)
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setzen und hétte dann fiir ap wieder die Eigenschaften eines Monoidhomomorphis-
mus. Allerdings konnte man apd™ (p, ) stets nur im Umfeld des Morphismus (3.15)
betrachten und wére nicht in der Lage, ap ,elegant zu isolieren“. An dieser Stelle
scheitert das Vorhaben, aus einem Funktor zwischen Tonkategorien auf Morphismen
zwischen den zugrundeliegenden Tonstrukturen zu schlieflen.

Man sieht so, dass der Morphismenbegriff zwischen algebraischen Tonstrukturen
starker bindet, als der Begriff von Morphismen bzw. Funktoren zwischen Tonkate-
gorien. Fiir die algebraische Musiktheorie — wie man sie ja letztendlich nennen kann
— ist das gut, da sie sich ja oft an konkret vorliegenden Tonstrukturen orientieren
muss.

Als konkretes Beispiel fiir die in Satz 19 beschriebenen Zusammenhénge bieten sich
eine Tonmenge und ihre Tonigkeitsstruktur an. Das Beispiel wird sich dabei insbe-
sondere auf das gleichméfig zwolfstufig temperierte Tonsystem beziehen.

Beispiel 49 (induzierte Funktoren) Sei ein Tonsystem T, = (7,0, P) gegeben.
Man definiert zwei algebraische Tonstrukturen durch

T = (T,0,D) mit D := (RO, +,0)
‘T@ = (T@,(So,]Do) mit IDO = ]D/ZO und T(j) = T/Ao

und die Abbildungen

0:TxT—D
(5@2T@XTO—>ID/ZO.

Ist zum Beispiel T, das gleichméBig zwolfstufig temperierte Tonsystem mit den nach
Definition 42 iiblichen Tonnamen, so ist mit T¢ die zugehorige zwolfelementige To-
nigkeitsstruktur gegeben.

Seien nun zu J und J¢ Tonkategorien gegeben durch

GT :=((T,E,o0,7), *, id)
GT o = ((To, Eo,00,T0), *o0,ido)
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mit

E:={(p,0(p,q9),9) |p,q €T} (Tonkanten),
Eo :={(s,00(s,t),t)|s,t € To} ( ,Tonigkeitskanten®).

Durch die Morphismen

T 25 Ty mit ¢ — tg = re (Abbildung)
RO 22 RO/ZO mit d — d + ZO (Gruppenhomomorphismus)

ist dann nach Satz 19 ein Funktor ®¢ := (Py e, Pre) von GT nach GT induziert
mit
TmTo,tHoth:to und
>
E S EO> (p7 5(])7 Q)v Q> = (ana 5O(an7 aTQ)7 aTQ) - (p(‘)a 5@(])0’ QO)7 qO)

Betrachtet man die Menge T}y, so sind dies — in Représentantenschreibweise — gerade
die Tone einer chromatischen Tonleiter, wie sie in Beispiel 4 auf Seite 14 zu sehen
ist. Anders ausgedriickt:

Sind unter der Annahme der gleichméfig zwolfstufigen Temperatur die Tonnamen
iiber eine Tonnamenabbildung N fiir alle Tone ¢ € T in der Schreibweise N(q) =
[t(es)™]™ mit 7; € {0,1} minimal und iy € Z gegeben, so liefert die { O }-Retraktion

w: T — T, [t(es)™]™ — [t(es)™]

mit 7% = {N(t)|t € T} und T = {N(to)|to € To} fiir Ty die Tonnamen
c, des, d, es, e, f, ges, g, as, a, b und h. [ ]

Damit ist zum Ende des Buches noch ein einfaches Konzept entwickelt worden,
Tonsysteme mit ihrer Tonigkeitsstruktur vergleichen zu koénnen.

Den Funktor ¢ aus Beispiel 49 konnte man Tonigkeitsfunktor nennen, da er Téne
auf ihre Tonigkeiten und Intervalle auf ihre . Intervalligkeiten* wirft. Damit ist sogar
ein Begriff kreiert worden, der so in der Literatur noch gar nicht vorkam (Inter-
valligkeiten - | tonigkeitsiquivalente Intervalle®). Dies ist ein Beleg dafiir, dass die
Musiktheorie durch die Mathematik tatséchlich zu ,neuen Begriffsbildungen ange-
regt wird®, wie Wille [WILLE 1976] in seinen 7 Thesen zum Ausdruck brachte.
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Mit dem vorliegenden Buch ist die von Wille und Neumaier formulierte extensionale
Standardsprache der Musiktheorie neu aufgearbeitet und durch viele Beispiele er-
gianzt und bereichert worden. Dadurch wird ein schneller und intuitiver Zugang zur
algebraischen Musiktheorie ermoglicht, der fiir den mathematisch gebildeten Musik-
Laien wie fiir den musikalisch gebildeten Mathematik-Laien interessant sein kann.
Auflerdem sind Konzepte prizisiert worden, die von Wille und Neumaier ,,allzu sorg-
los“ aufgeschrieben wurden. Ein Beispiel hierfiir ist die inkonsistente Notation von
Transpositionen fiir Tonstrukturen. Besonderes Augenmerk lag auf dem Ausfithren
der Beweise zu den einzelnen Aussagen, die bei Wille und Neumaier oft nur ange-
deutet werden.

Mit der Einfiihrung in Kapitel 1 wurde die extensionale Standardsprache durch das
Aufzeigen von Méangeln der bisher iiblichen musiktheoretischen Fachsprache moti-
viert. Die musiktheoretischen Grundlagen dieser Arbeit wurden darin in knapper
und anschaulicher Form présentiert.

In Kapitel 2, dem Hauptteil des Buches, wurden Tonsysteme in der extensiona-
len Standardsprache systematisch definiert und auf ihren mathematischen Gehalt
hin untersucht. Dies geschah auf Grundlage des horbezogenen Axiomensystems von
Neumaier. Hervorzuheben sind die Beweise der Siatze von Wille und Neumaier zu
transponierbaren Tonstrukturen und Tonsystemen sowie der sehr intuitive Ansatz
fiir eine Ordnung aller Klangformen.

Mit der Formulierung eines Tonsystems bzw. einer Tonstruktur als Kategorie und
dem durch die Morphismen auf algebraischen Tonstrukturen induzierten Funktor
zwischen Tonkategorien sind in Kapitel 3 Ansétze fiir weitere Arbeiten geliefert
worden. Gerade auch der kategorielle Vergleich von Tonsystemen mittels Tonigkeiten
ist interessant.

Die mathematische Musiktheorie macht wenig Aufhebens um sich, aber sie entwickelt

sich kontinuierlich weiter. Dies zeigen neuere und neueste Artikel etwa von Thomas
Noll [NoLL 2005]. Beispielhaft sei an dieser Stelle die Arbeitsgruppe KIT-MaMuTh,
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eine interdisziplindre Forschungsgruppe fiir mathematische Musiktheorie um Noll
genannt, die von Oktober 1998 bis September 2003 an der TU Berlin bestand. Auch
Guerino Mazzola an der University of Minnesota und Rudolf Wille (siehe zuletzt
[WILLE und WILLE-HENNING 2005]) an der TU Darmstadt sind weiterhin damit
beschiéftigt, die Musik mit mathematischen Methoden zu beschreiben. Ein Fernziel
der extensionalen Standardsprache ist das von Neumaier bereits lange angekiindigte
,Deduktive Musiklexikon®, das eine Art ,,Riemann-Musiklexikon der extensionalen
Standardsprache” werden soll.

Am Institut fiir Algebra der TU Dresden wird die Arbeit an der mathematischen Mu-
siktheorie mit dem Instrument MUTABOR weitergehen, welches in das vorliegende
Buch leider keinen grofleren Eingang gefunden hat. Literaturhinweise dazu wurden
bereits gegeben, finden sich aber auch noch einmal im Literaturverzeichns.

In Bezug auf die kategorielle Formulierung von Tonsystemen ist es spannend, zum
Beispiel Konzepte wie Harmonie, Klang oder auch den Formbegriff, die hier in der
extensionalen Standardsprache formuliert werden, in die Kategorientheorie zu iiber-
tragen.

Weitere Ansatzpunkte sind die Moglichkeiten von Musiktheorie in einem affinen
Tonraum* sowie die Untersuchung spezieller Symmetrien in und von Tonsystemen
oder Tonstrukturen. Ansétze hierzu wurden schon von Wille [WILLE 1982] und
Mazzola [MAZzZOLA 1986] publiziert.

Hochgradig interessant ist das Vorhaben, formal-begriffsanalytisch eine Merkmalex-
ploration fiir Tonsysteme durchzufiihren, da zu diesem Thema noch nichts bekannt
ist. Dabei sollten sowohl geschichtlich bedeutsame Tonsysteme aus der Vergangen-
heit, wie auch die heute in aller Welt genutzten Tonsysteme Eingang finden kon-
nen.

Man wird den Zauber von Musik nie ganz in Formeln oder gar Worte fassen kénnen.
Doch gerade die Tatsache, dass etwas so unmoglich scheint, ist Anlass genug, es zu
versuchen. Wenn dieses Buch die ein oder andere Anregung fiir die Beschéftigung
mit dem wunderbaren Feld der mathematischen Musiktheorie geben konnte, so hat
es sein Ziel erreicht.

FINE.
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