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Fiir den Spannungsverlauf beim thermischen Vorspannen wer-
den Gleichungen abgeleitet und ein Losungsverfahren mittels Elek-
tronenrechner angegeben. Die berechneten Profile werden mit
optischen Spannungsmessungen verglichen. Da die Berechnungen
keine Vernachléssigung enthalten, wird die Ubereinstimmung zwi-
schen berechneten und gemessenen Werten nur durch die Genauig-
keit der fiir die Rechnung benutzten Materialkenngroen wie

Elastizitatsmodul, Zahigkeit, Ausdehnungskoeffizient usw. sowie
durch die ProzeBparameter Anfangstemperatur und Abkiihlge-
schwindigkeit bestimmt.

Die praktische Bedeutung des Verfahrens wird vor allem in
der Moglichkeit gesehen, die Wirkung der verschiedenen Para-
meter auf das Spannungsprofil aufzuzeigen.

Thermal toughening of glass plates

Equations for the stress distribution in thermal toughening
are derived and a method of solution by computer given. The
calculated profiles are compared with optical stress measurements.
As the calculations involve no approximations, the agreement be-
tween calculated and measured values is determined only by the
accuracy of the material constants used, such as modulus of

elasticity, viscosity, expansion coefficient, and so on, as well as
by the initial temperature and cooling rate which are determined
by the process parameters.

The practical significance of the work is chiefly that it makes
it possible to show the influence of the different parameters on the
stress profile.

Trempe thermique des volumes

On déduit des équations de distribution de contrainte lors
de la trempe thermique et on présente une méthode de résolution
au moyen d’un ordinateur. Les profils calculés sont comparés aux
mesures photoélasticimétriques. Les calculs ne comportant aucune
approximation, il faut, pour qu’il y ait concordance entre les valeurs
calculées et mesurées, connaitre de facon précise les paramétres

utilisés pour le calcul, a savoir le module d’élasticité, la viscosité,
le coefficient de dilatation, etc. ainsi que les parameétres de trempe
suivants: température initiale et vitesse de refroidissement.

L’importance pratique de la méthode repose avant tout sur la
possibilité de mettre en évidence I'influence des différents para-
metres sur le profil de contrainte.

1. Einleitung

Beim Vorspannungsprozefl wird die Scheibe zu-
nachst auf eine Temperatur gebracht, die etwa 100 K
iber der Transformationstemperatur liegt. Dann wird
sie durch Anblasen der Flichen oder auf andere Weise
rasch abgekiihlt. Dadurch erhilt man die erwiinschten
Druckspannungen in den oberflichennahen Schich-
ten.

Eine Berechnung des sich einstellenden Span-
nungsprofils aus den Materialkennwerten und der
ProzeBfiihrung beim Abschreckvorgang findet sich in
mehreren Veroffentlichungen. Dabei wurde aber von
Niherungsformeln ausgegangen; bei der Berechnung
muflten Vereinfachungen vorgenommen werden, um
zu Losungen zu kommen. Eine umfassende Zusam-
menstellung dieser Verfahren und eine Darstellung
des bisherigen Standes finden sich in der Arbeit von
Blank [1], so daB hier auf weitere Literaturangaben
verzichtet werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird von anschaulich
abgeleiteten Gleichungen ausgegangen. Bei einigen
Kenngroflen wurden hinsichtlich ihrer Abhingigkei-
ten zunachst noch Vernachlassigungen vorgenommen
(siehe Abschnitt 5.). Die Losungsverfahren werden
ohne Verwendung von Naherungsverfahren durch-
gefiihrt. Das war nur durch Anwendung eines Elek-
tronenrechners moglich.

Die mathematische Behandlung des gesamten
Vorganges erfolgt in zwei Schritten. Im ersten wird
das Temperaturprofil und im zweiten dann das Span-
nungsprofil berechnet, beide als Funktionen von Ort
und Zeit.

2. Ableitung der Gleichungen

Fir die Ableitung der Gleichungen werden die
nachfolgend angegebenen Bezeichnungen verwendet.
Unabhéngige Koordinaten sind:

x Ortskoordinate in Richtung der Dicke, 0 < x < d,
t Zeitkoordinate.
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Abhingige Koordinaten sind:
T(x,t) Temperatur
mit 7, = T(x,0) Anfangstemperatur

(Startwert),

T. = T(x,) Endtemperatur,

T, = Temperatur der Anblas-
luft,

oT
B= o Abkiihlgeschwindigkeit,

o(x,t) mechanische Spannung,
I(x,t) spannungsfreie Lange einer Schicht,
m(t)  Lénge der Glasscheibe mit

ly =m(0) = I(x,0) Anfangsldnge,

m-—1

&(x,t) Dehnung &= i

Folgende Materialkennwerte werden als Konstante
behandelt und miissen bekannt sein:
E FElastizitatsmodul,
u Querkontraktion,
d Scheibendicke,
a Temperaturleitfahigkeit,
b Wirmeiibergangszahl').
Von den Eigenschaften miissen als Funktionen
bekannt sein:
n(T) Zahigkeit,

(1) 1 3l

o(T,p) =——
lyaT

Ausdehnungskoeffizient.

Als Abkiirzungen werden verwendet:

Fiir die elastische Verformung ergibt das Hookesche
Gesetz:

S(m—1)
g=——"-—.

l()

Die plastische Verformung wird als Newtonsches Flie-
Ben beschrieben:
o al lyo
== —=—
n ot Z
2.1. Wirmeleitungsgleichung

Die Gleichung fiir die Temperaturverteilung lau-
tet:
T T
(s, & o e
a e

mit der Anfangsbedingung

T(x,0) = T,

") Die Wirmeiibergangszahl b wird hier gemdB dem Ausdruck
b = a/(p - ¢) auf die Warmekapazitit des Glases bezogen.

und den Randbedingungen

T
a—(0,0) = b |T, - T(0,0)
ox
und

T
a—(dt)=b|T(d1) — T, .
ox

Die Warmeiibergangszahl wird dabei als temperatur-
unabhédngig angesehen.

2.2. Spannungsgleichungen

Durch den Abschreckvorgang entstehen mecha-
nische Spannungen, wobei zwei Mechanismen gleich-
zeitig wirksam sind:

a) die Entstehung von Dichte- bzw. Lingenunter-
schieden bei unterschiedlichen Abkiihlgeschwindig-
keiten. Dieser Vorgang wurde in einer fritheren Ar-
beit [2] ausfiihrlich untersucht. Er ergibt fiir die zeit-
liche Anderung der Lénge / den Ausdruck [, - a - §:

&)
ot Ausdehnung B

b) die Anderung von [ durch viskoses FlieBen. Dies
wird bewirkt durch Spannungen, die entstehen, da die
einzelnen Schichten mit ihren unterschiedlichen Wer-
ten fiir [ zu einer Scheibe mit einer einheitlichen Lange
zu verbinden sind. Der Ausdruck hierfiir ist (/) - 0)/Z:

<81> i 1al Lo
At/ viskos i Iy a[_ Z -

und mit dem Hookeschen Gesetz folgt:

| 1 al ar p 5
——r—=fa-B;
! l()aT ot 0

S

Bei diesen Betrachtungen und in der folgenden Glei-
chung kann / anschaulich als die Ldnge angesehen
werden, die eine Schicht am Ort x einnechmen wiirde,
wenn man die gesamte Scheibe bis auf diese Schicht
abgeschliffen hatte.

Die gesamte zeitliche Anderung der fiktiven
Lénge / in der Scheibe setzt sich aus den beiden ange-
gebenen Termen zusammen.

dl_l S

Zwischen m und / besteht der Zusammenhang

m=—[ldx. ?2)

Diese Gleichung wird aus dem Spannungsgleichge-
wicht

d
£a~dx=0 3)
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und dem Hookeschen Gesetz

S (m— Iy
L e

I (4)

erhalten.

Die Gleichungen (1) und (2) konnen nach [(x,t)
aufgelost werden, und anschlieBend kann wiederum
unter Benutzung des Zusammenhanges zwischen /
und o, also

[ = S-m—o- lo
S
auf o(x,7) umgerechnet werden.

Man kann aber auch diesen Ausdruck fiir / in die
Gleichungen (1) und (2) einsetzen und erhalt dann:

und
- 1}(1 ,6+10)d (6)
i T e iy
&t do\’ 4 g in
als neues Gleichungssystem, das nun direkt nach o
gelost werden kann.
Dabei wurde Gleichung (6) durch Differentiation
von Gleichung (2) unter Verwendung der Gleichun-
gen (1 und 4) zur Umrechnung von d//dr erhalten.

3. Rechnerische Auswertungen
3.1. Wirmeleitungsgleichung

Die Losungen fiir die Temperaturgleichungen
(Abschnitt 2.1.) findet man in [3]. Es muf} unter-
schieden werden zwischen kleinen Zeiten zu Beginn
des thermischen Vorspannens und groferen Zeiten,
in denen die Naherung fiir kleine Zeiten nicht mehr
giiltig ist. Es wird verwendet:

fiir 1 =< 0,0002 d*/a:

Tty =T, + (T, — Te) - {erf (2\);61_) +erf<j\;%> — 1+ exp <§x+b;2t)-(l —-erf(z\);a_;+ \%\/7))—{-

2

d— b

+e><p<§(d—x)+b;t)-(1 —erf(ﬁx_tJrVE\/T));

fiir £ > 0,0002 d*/a:

©

2 sin u,

Ta)=Te+(T.—T.) ).

u, ergibt sich aus allen positiven Losungen der Glei-
chung

Zlun'a
d-b

= cot w, .

Bis zu 40 Terme der Reihenentwicklung werden ver-
wendet; bei groferen Zeiten wird nach m Termen
abgebrochen, wenn

44 a-t
ﬂdz =20

1st.

Da die Spannungs- und Temperaturprofile sym-
metrisch zur Stelle x = d/2 sind, wird die Berechnung
nur fiir 0 = x = d/2 durchgefiihrt. Das vereinfacht
noch die Temperaturberechnung nach Gleichung (7),
in der die Terme mit d — x in der Errorfunktion
gleich 1 gesetzt werden konnen.

Ist die Temperatur bekannt, dann 1aBt sich die
Zihigkeit 5(x,f) nach der Vogel-Fulcher-Tammann-
(VFT)-Gleichung berechnen, wobei sich die Koeffi-
zienten A, B und T, aus Zihigkeitsmessungen inner-
halb und oberhalb des T,-Bereichs ergaben:

lo xt)=A+———.
g 7(x,1) T — T,

=1 U, + sin w, cos u,

D WX < 4uf,a-t>
0S — Uy) exp | — = . 8
( 7 /4) P 7 (8)

Bei der Auswertung wird fiir VFT-Werte grofer als
10"® Pa s die Zihigkeit gleich 10'® Pa s gesetzt; eben-
so wird fiir die Zahigkeit unterhalb von T(x,7) = T, der
Wert 10" Pa s verwendet.

Die Wirmeausdehnung éx(x,7) = a - 8 wird auf
zweil Arten berechnet. Die einfachere Art setzt nur
eine Stufe fiir den Ausdehnungskoeffizienten a vor-
aus:

a=a unterhalb 7, ,
a =a, + a, oberhalb T, .

Wirklichkeitsgetreuer ist die Verwendung der Losung
einer Differentialgleichung fiir €4, wie sie in [2] be-
handelt worden ist:

E oT
éA = (SA_ET) + Ay = (9)

(A -2wky ar
mit k als Geometriefaktor und

[T - 10
l()

&r =

mit

Ir = Iy exp (a1 + a2) (T(x,0) — Ta)) -
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3.2. Spannungsgleichungen

Fiir die Berechnung der Gleichungen (5 und 6) auf
dem Elektronenrechner erscheint es giinstig, diese
Gleichungen zunichst nach der Zeit zu integrieren.
Das ergibt:

wobei als Abkiirzung eingefiihrt wird:
t

S
U()(X,[) = gmo(x,t’) di' —S-ea(x,t). (1 1)

Durch diese Integration nach der Zeit vermeidet man
die etwas komplizierte Behandlung des Ausdruckes
3T/3t zur Zeit t = 0, der gegen Unendlich geht.

Die Gleichungen (10 und 11) konnen iterativ inte-

1 d
a(x,t) = oo(x,) — — [ op(x',f) dx’, (10) griert werden in Zeitintervallen Ar. Es wird geschrie-
do ben:
t R t+ At
oo(x,t + Af) = — o(x,t') dt’ — o(x,t') dt' — Sea(x,t + At).
o ) { Z(x1") tf) ! Z(x,t') W) a )

Hierbei wird das zweite Integral mit den Grenzen ¢
und ¢ + At nach der Trapezregel in zwei Terme mit
tund ¢t + At zerlegt. Das ergibt auf der rechten Seite
Terme mit o(x,t + Atr). Nach einer lingeren, aber ein-

fachen Rechnung konnen dann aber die Spannungs-
iterationsgleichungen nach o(x,t + At) aufgelost wer-
den. Man erhalt:

2 Z(t+ Av) )i s S At
o(x,t + Af) = — [— [oo(x',t + Aty dx’ + [ ——o(x,t') dt’ + o(x,t) + S ea(x,t + Az)] .
2Z(t+ Ay + SAtldo 0 Z(t") 2 Z(1)
d a2 Z(t+ Ar) ¢ S At
~Joyxst+ A dx' = | [— i o(x',t") dr’ — o(x',r) = Sea(x',r + At)] dx’
do 02 Z(t+ Ar) + S At 0 Z(t") 2 Z(1)
d 2 Z(t+ A

’

02 Z(t+ At) + S At

(Der Ubersichtlichkeit halber wurde bei Z(x,f) das x
bzw. x’ nicht mitgeschrieben.)

Dieses Verfahren bringt eine grole Genauigkeit
auch zu Beginn bei hohen Temperaturen, wenn Z(x,?)
und damit die Relaxationszeit Z(x,f)/S der Spannun-
gen relativ klein ist.

Die zeitliche Iterationsschrittweite ergibt sich aus
der Relaxationszeit, multipliziert mit einem Faktor,
der so klein gewahlt wird, da3 das Rechenergebnis
unabhingig von der Iterationsschrittweite wird. Fiir
diesen Faktor hat sich ein Wert von 0,1 gut bewihrt.
Damit die Iterationszeit nicht so stark wie die Relaxa-
tionszeit anwichst, wird dafiir gesorgt, daf3 die Itera-
tionszeit mit der Abkiihlzeit nicht starker als der Be-
trag der Abkiihlzeit, multipliziert mit einem weiteren
konstanten Faktor, zunimmt. Fir den letzteren Faktor
wurden Werte zwischen 0,1 und 0,3 verwendet.

Wenn sich die Spannungsprofile in Abhéngigkeit
von der Zeit im Rahmen der Rechengenauigkeit nicht
mehr dndern (i. a. nach 1000 bis 3000 s), wird die
Rechnung abgebrochen.

In gleicher Weise wie die Gleichungen (5 und 6)
fiir o(x,t) wird auch Gleichung (9) fiir ea(x,f) nume-
risch berechnet. Gleichung (9) wird ebenso zunéchst
auf beiden Seiten nach der Zeit integriert; das sich
daraus ergebende Zeitintegral auf der rechten Seite
wird in gleicher Weise nach der Trapezregel zerlegt,
und die sich anschlieende iterative Berechnung in
Zeitintervallen Ar erfolgt analog wie bei den Span-
nungsprofilen o(x,?).

4. Experimente
4.1. Vergleich Experiment und Rechnung

Zur experimentellen Uberpriifung wurde ein han-
delsiibliches Floatglas mit den Abmessungen (50 X
50 x 4) mm’ gewihlt. Das Vorspannen wurde in einer
frither [4] beschriebenen Apparatur durchgefiihrt.

=
-+ Glasscheibe
+—— NiCr-Ni-Thermoelement
Al,05 -Rohr
I
! Bohrung
L

i

Bild 1. Glasscheibe mit Bohrung zur Bestimmung der Wirme-
libergangszahl b.
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Ebenso wie dort beschrieben erfolgte das Ausmessen
der entstandenen Spannungsprofile nach Sénarmont.
Wie in Abschnitt 2. dargelegt, miissen eine Reihe von
Materialkennwerten bzw. # und a als Funktion von T
bekannt sein. Es wurden gewahlt:

Elastizitidtsmodul E: 7,2 - 10° MN/m?,
Querkontraktion u: 0,25,
Temperaturleitfihigkeit a: 4,3 - 107 cm?/s .

Die Wirmeiibergangszahl b wurde auf folgende Weise
experimentell bestimmt (Bild 1):

Von der Kante her wurde in die Glasmitte ein fei-
nes Loch gebohrt und ein Ni-CrNi-Thermoelement
eingefiihrt. Dann wurde wéhrend des Anblasvorgan-
ges der Verlauf der Temperatur mit der Zeit in der
Glasscheibenmitte gemessen (Bild 2). Nach Abschnitt
2.1. kann dann bei bekannter Temperaturleitfdhigkeit
a die Wirmeiibergangszahl b berechnet werden. Es
ergaben sich fiir verschiedene Anblasdriicke Werte
von

b=1,1-10"3 bis 8-1073 cm/s.

Der Verlauf #(T) wurde im Balkenbiegeviskosimeter
[5] bestimmt. Die Abhéngigkeit des Ausdehnungs-
koeffizienten a von Temperatur und Abkiihlgeschwin-
digkeit ist bereits in einer fritheren Arbeit [2] belegt.
Mitdrei verschiedenen Startwerten, nimlich Anfangs-
temperatur 7, = 900, 901, 918 K und Wirmeitiber-
gangszahl b=1,1-10"% 4,5-107% 8-107° cm/s

700
| |
600&5\ x: experimentell gemessen —
& 500 AN berechnet ——4———
= M o: b=45-10%cm/s
g 400 y ot b=5 10cm/s — ]
£ 300 e
@ N
2 =
100 e
0
0 10 30 50 100

Zeit in § —————— =

Bild 2. Messung der Temperatur in Abhingigkeit von der Zeit
in der Glasscheibenmitte zur Bestimmung der Wirmeiibergangs-
zahl b.

wurden drei verschiedene Spannungsprofile herge-
stellt und spannungsoptisch vermessen. Mit diesen
Werten und den oben angegebenen Materialkenn-
werten wurde die Computerberechnung durchgefiihrt.
Der Vergleich ist in den Bildern 3a bis ¢ zu sehen;
die Punkte bezeichnen die experimentellen Ergeb-
nisse, die durchgezogenen Linien die Computerbe-
rechnung.

Bei der Bewertung der Ubereinstimmung ist zu
beachten, dafl es sich um eine Absolutberechnung
handelt, d. h. kein Parameter wurde angepaBBt. Ver-
mutlich ist die optische Spannungsmessung genauer

A 80 Ty rrrrfrrrrTrrTT [T T T T TTd PR T L] SENEEEREEBEERER T
i - sof - B
. g~ = s 3
60 X % LOH -1 15 1
e 2 [ \ / 7] | % ]
4 P 1 0| =
| = B X 1 [, xX —|
& L X x | 20| = ¥ ]
£ 20 = \ / 1 =
- — x
£ I 1 10F 1 ° B
S — — ] B ]
B X - = =1 - X —
0 0 m ] - ]
_ \ / 1 °F \ / 1 o
x| — = = =
— x — = X -
- [ f N /R
. ~ I S W
- s s | — X <y x/ - X X
) 12 b / 1 [ o S e ]
. — | |
-40 [T T ITII I Tt jlllllll LIl Tllllllln L1 Illl-l-<
0 0.1 0,2 03 04 0 0.1 0,2 03 0k 0 0.1 02 03 04
X in cm o

Bilder 3a bis c. Vergleich des entwickelten Rechenprogramms mit dem Experiment: Spannungsverlauf in der Glasscheibe bei verschiedenen
Anfangstemperaturen und Wérmeiibergangszahlen;
x: Experiment, —: Computerberechnung,
a) Anfangstemperatur 900 K, Wirmeiibergangszahl 1,1 - 107 cm/s,
b) Anfangstemperatur 901 K, Wirmeiibergangszahl 4,5 - 10~ cm/s,
¢) Anfangstemperatur 918 K, Wirmeiibergangszahl 8 - 107 cm/s.
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Bilder 4a bis c. Rechnerische Parametervariation: EinfluB a) der Anfangstemperatur, b) der Wiarmeiibergangszahl, c¢) des Warme-
ausdehnungskoeffizienten oberhalb 7.

als die Materialkennwerte, die fiir die Rechnung ver-
wendet wurden. Wenn man deren Ungenauigkeit be-
denkt, so ist die Ubereinstimmung iiberraschend gut.

Daraus folgt, dal das entwickelte Rechenpro-
gramm zur praxisnahen Berechnung von Spannungs-
profilen beim thermischen Vorspannen geeignet ist.

4.2. Wirkung bestimmter Parameter

Um die Wirkung der einzelnen Parameter auf die
Hohe des entstehenden Spannungsprofils beim ther-
mischen Vorspannen zu untersuchen, ist viel experi-
mentelle Arbeit notig. Der Vorteil des bestatigten
Rechenprogrammes besteht nun darin, da3 die Wir-
kung der einzelnen Parameter ohne experimentellen
Aufwand einfach durch Variation der Eingabepara-
meter studiert werden kann. Dies ist mit einer Reihe
von den in Abschnitt 2. angegebenen Parametern
durchgefiihrt worden, beispielhaft zeigen die Bilder 4a
bis ¢ die Wirkung der Anderung der Anfangstempe-
ratur 7,, der Warmetibergangszahl b und des Aus-
dehnungskoeffizienten a oberhalb T,. Nach den Be-
rechnungen beeinflussen diese Parameter die Hohe
des Spannungsprofils starker als zum Beispiel der
E-Modul oder die Temperaturleitfahigkeit a. Insge-
samt ist damit die Aussage liber die Wirkung einzelner
Parameter beim thermischen Vorspannen sehr leicht
moglich.

5. Diskussion

Das vorgestellte Berechnungsverfahren bietet die
Moglichkeit zur Berechnung des Spannungsprofils
einer thermisch vorgespannten Scheibe aus den Mate-
rialkennwerten und den ProzeBdaten des Vorspan-
nungsprozesses. Eine noch bessere Genauigkeit kann
sicherlich erzielt werden, wenn genauere Ausgangs-
werte zur Verfiigung gestellt werden konnen, und
wenn die Temperaturabhdngigkeit von E-Modul und
Temperaturleitfahigkeit sowie die Abhangigkeit der
Zihigkeit von der Abkiihlgeschwindigkeit bertick-
sichtigt werden.

Die wichtigste praktische Anwendung des Verfah-
rens wird aber darin gesehen, die Auswirkung be-
stimmter Parameter auf das Spannungsprofil zu stu-
dieren, wie z. B. Scheibendicke, Ausdehnungskoeffi-
zient, Zahigkeits-Temperaturverlauf (langes bzw. kur-
zes Glas) usw. Das war bisher nur mit aufwendigen
Experimenten moglich. Hierfiir ist das vorliegende
Verfahren sofort und ohne weitere Verbesserungen
geeignet.

Die Autoren danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft,
Bonn-Bad Godesberg, fiir die finanzielle Unterstiitzung dieser
Arbeit.
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